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Géométrie 

1. Repères de l’espace, coordonnées 

Définitions 

Soient un point   et trois vecteurs linéairement indépendants  ⃗,  ⃗ et  ⃗⃗. 

Alors :  (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) est un repère de l’espace ; 

    est l’origine du repère ; 

  ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est une base de l’ensemble des vecteurs de l’espace. 

 

La base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthogonale  ssi les vecteurs  ⃗,  ⃗ et  ⃗⃗ sont orthogonaux deux à deux. 

La base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormale  ssi la base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthogonale et    ‖ ⃗‖  ‖ ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖   . 

La base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormée  ssi elle est orthonormale. 

La base orthonormale ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) peut être directe ou indirecte. 

 

Le repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthogonal ssi la base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthogonale. 

Le repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormal ssi la base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormale. 

Le repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormé ssi la base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormée. 

Le repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) est direct ssi la base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormale directe. 

Le repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) est indirect ssi la base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) est orthonormale indirecte. 
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Propriété admise 

Soit une base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗). Alors :    ⃗     ⃗     ⃗⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗  {
    
    

    

 . 

Définitions 

Soit   un point du plan. Alors : 

  a pour coordonnées (     ) dans le repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗)  ssi   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗.  

On écrit  (     ). 
 

 

 

 

 

Soit  ⃗⃗ un vecteur du plan. Alors : 

 ⃗⃗ a pour coordonnées (     ) dans la base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗)  ssi   ⃗⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗ . 

On écrit  ⃗⃗(     ). 
 

 

 

 

 

 

Propriétés 

Soit une base ( ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

  ⃗⃗ .
 
 
 
/ 

    {
 ⃗⃗(     )

 ⃗(        )
         ⃗⃗   ⃗         {

    
    

    

 

 ⃗⃗   ⃗ (
    

    

    

) 

                  ⃗⃗ (
   
   
   

) 

 

Soit un repère du plan (   ⃗  ⃗).  

    {
 (     )

  (        )
                      {

    
    

    

 

     (
  
  
  

)      (
  
  
  

)          ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
     
     
     

) 

le point   est le milieu du segment ,  -     

(

 

     
 

     
  

     
  )
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Démonstrations 

 ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗ 

 ⃗⃗ (
 

 
 

) 

c.q.f.d. 

 

 ⃗⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗ et  ⃗      ⃗      ⃗      ⃗⃗ 

 ⃗⃗   ⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗      ⃗      ⃗      ⃗⃗  {
    
    

    

 

c.q.f.d. 

 

 ⃗⃗   ⃗  (   ⃗     ⃗     ⃗⃗)  (    ⃗      ⃗      ⃗⃗)  (    ) ⃗  (    )  ⃗  (    )  ⃗⃗ 

 ⃗⃗   ⃗ (
    

    

    

) 

c.q.f.d. 

 

  ⃗⃗   (   ⃗     ⃗     ⃗⃗)       ⃗       ⃗       ⃗⃗ 

   ⃗⃗ (
   
   
   

) 

c.q.f.d. 

 

       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗ 

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗      ⃗      ⃗      ⃗⃗ 

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ (
 
 
 
) 

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ (
  
  

  

) 

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗  {
    
    

    

 

     {
    
    

    

 

c.q.f.d. 

 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (    ⃗      ⃗      ⃗⃗)  (    ⃗      ⃗      ⃗⃗)  (     ) ⃗  (     )  ⃗  (     )  ⃗⃗ 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
     
     
     

) 

c.q.f.d. 
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  est le milieu de ,  - ssi   ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗  

ssi   ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗ 

    ssi    ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗ 

    ssi   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗ 

    ssi   ⃗⃗⃗⃗⃗  
 

 
(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

 

 
(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )  

 

 
.(    ⃗      ⃗      ⃗⃗)  (    ⃗      ⃗      ⃗⃗)/ 

 
     
 

 ⃗  
     
 

 ⃗  
     
 

 ⃗⃗ 

  est le milieu de ,  - ssi   ⃗⃗⃗⃗⃗  
     

 
 ⃗  

     

 
 ⃗  

     

 
 ⃗⃗ 

    ssi  

(

 

     
 

     
  

     
  )

  

c.q.f.d. 
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Géométrie 

Propriétés 

Soit une base orthonormale ( ⃗  ⃗  ⃗⃗).  

    {
 ⃗⃗(     )

 ⃗(        )
          ⃗⃗  ⃗                 

‖ ⃗⃗‖  √         

Soit un repère orthonormal du plan (   ⃗  ⃗  ⃗⃗).  

     (
  
  
  

)      (
  
  
  

)           √(     )
  (     )

  (     )
  

Démonstrations 

 ⃗⃗  ⃗  (   ⃗     ⃗     ⃗⃗) (    ⃗      ⃗      ⃗⃗) 

  (   ⃗     ⃗)  (   ⃗     ⃗)  (   ⃗     ⃗)  (   ⃗     ⃗) 

   (   ⃗     ⃗⃗)  (   ⃗     ⃗⃗)  (   ⃗⃗     ⃗)  (   ⃗⃗     ⃗)  (   ⃗⃗     ⃗⃗) 

      ( ⃗  ⃗)      ( ⃗  ⃗)      ( ⃗  ⃗)      ( ⃗  ⃗) 

       ( ⃗  ⃗⃗)      ( ⃗  ⃗⃗)      ( ⃗⃗  ⃗)      ( ⃗⃗  ⃗)      ( ⃗⃗  ⃗⃗) 

      ‖ ⃗‖                  ‖ ⃗‖  

                               ‖ ⃗⃗‖
 
 

                 
c.q.f.d. 

 

‖ ⃗⃗‖  √ ⃗⃗  ⃗⃗  √            √         

c.q.f.d. 

    .  
  
/      .  

  
/           ‖  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
     
     
     

) 

   √(     )
  (     )

  (     )
 . 

c.q.f.d. 
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2. Le produit vectoriel 

Définition 

Soit  , un espace vectoriel de dimension 3. 

Soit         telle que 

   est une application bilinéaire, c’est-à-dire respectant la condition suivante : 

Pour tous vecteurs  ⃗⃗,  ⃗ et  ⃗⃗⃗ et pour tout réel   : 
 ⃗⃗  ( ⃗   ⃗⃗⃗)   ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗ 
( ⃗   ⃗⃗⃗)   ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗ 
(  ⃗⃗)   ⃗   ⃗⃗  (  ⃗)   ( ⃗⃗   ⃗). 

 Pour tout  ⃗⃗,  ⃗ et  ⃗⃗⃗ : 
1. Règle d’échange : ( ⃗⃗   ⃗)  ⃗⃗⃗   ⃗⃗ ( ⃗   ⃗⃗⃗) 
2. Formule du double produit :  ⃗⃗  ( ⃗   ⃗⃗⃗)  ( ⃗⃗  ⃗⃗⃗) ⃗  ( ⃗⃗  ⃗) ⃗⃗⃗. 

Propriété 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs de dimension 3. 

‖ ⃗⃗   ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  ( ⃗⃗  ⃗)  
Démonstration  

‖ ⃗⃗   ⃗‖   √( ⃗⃗   ⃗) ( ⃗⃗   ⃗)
 
 ( ⃗⃗   ⃗) ( ⃗⃗   ⃗) 

  ⃗⃗ ( ⃗  ( ⃗⃗   ⃗))  par le règle d’échange 

  ⃗⃗ (( ⃗  ⃗) ⃗⃗  ( ⃗  ⃗⃗) ⃗)  par la formule du double produit  

  ⃗⃗ ( ⃗  ⃗⃗  ( ⃗  ⃗⃗) ⃗) 
  ⃗  ⃗⃗  ( ⃗  ⃗⃗)( ⃗⃗  ⃗) 
  ⃗⃗  ⃗  ( ⃗⃗  ⃗)  
 ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  ( ⃗⃗  ⃗)  

CQFD 
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Propriété 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs de dimension 3. 

 ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗                  
Démonstration  
On a l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 
 | ⃗⃗  ⃗|  ‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖ 
 | ⃗⃗  ⃗|  ‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖           ⃗⃗     ⃗                 . 
Démonstration  

Si   ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗ 
alors ‖ ⃗⃗   ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  ( ⃗⃗  ⃗)  

 ⃗⃗  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  ( ⃗⃗  ⃗)  
  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  ( ⃗⃗  ⃗)  

 ( ⃗⃗  ⃗)  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  
 | ⃗⃗  ⃗|  ‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖ 
  ⃗⃗     ⃗                  . 
 
Si  ⃗⃗     ⃗                  
alors | ⃗⃗  ⃗|  ‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖ 
 ( ⃗⃗  ⃗)  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  

  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  ( ⃗⃗  ⃗)  
‖ ⃗⃗   ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖ ‖ ⃗‖  ( ⃗⃗  ⃗)  

 ‖ ⃗⃗   ⃗‖    

  ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗ . 
CQFD 
 

Propriété 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs de dimension 3. 

 ⃗⃗   ⃗   ( ⃗   ⃗⃗) 
Démonstration  
( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗⃗   ⃗)    
( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗   ⃗   ⃗⃗   ⃗   ⃗ 
     ⃗⃗   ⃗   ⃗   ⃗⃗ 
 ⃗⃗   ⃗   ⃗   ⃗⃗    
 ⃗⃗   ⃗   ( ⃗   ⃗⃗) 
CQFD 
 

Propriété 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs de dimension 3. 

 ⃗⃗   ⃗ est orthogonal à  ⃗⃗ et à  ⃗ 

Démonstration  

( ⃗⃗   ⃗)  ⃗   ⃗⃗ ( ⃗   ⃗)   ⃗⃗  ⃗⃗    

( ⃗⃗   ⃗)  ⃗⃗  ( ( ⃗   ⃗⃗))  ⃗⃗   (( ⃗   ⃗⃗)  ⃗⃗)   ( ⃗ ( ⃗⃗   ⃗⃗))   ( ⃗  ⃗⃗)    

CQFD 
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Propriété 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs de dimension 3 tels que  ⃗   ⃗⃗. 

Soit   ⃗⃗⃗⃗  le projeté orthogonal de  ⃗⃗ sur  ⃗. 

Alors :  ⃗⃗   ⃗  . ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ /   ⃗ . 

Démonstration  

. ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ /   ⃗  ( ⃗⃗  
 ⃗⃗  ⃗

‖ ⃗‖ 
 ⃗)   ⃗   ⃗⃗   ⃗  

 ⃗⃗  ⃗

‖ ⃗‖ 
 ⃗   ⃗   ⃗⃗   ⃗ 

CQFD 
 

Propriété 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs de dimension 3 tels que  ⃗⃗   ⃗⃗ et  ⃗   ⃗⃗. 

Alors, ‖ ⃗⃗   ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖    ( ( ⃗⃗  ⃗⃗))  

Démonstration  

‖ ⃗⃗   ⃗‖  ‖. ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ /   ⃗‖
 
 ‖ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ‖

 
‖ ⃗‖  .( ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ )  ⃗/

 
 ‖ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ‖

 
‖ ⃗‖  

‖ ⃗⃗   ⃗‖  (‖ ⃗⃗‖    ( ( ⃗⃗  ⃗)))
 
‖ ⃗‖  

‖ ⃗⃗   ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖    ( ( ⃗⃗  ⃗⃗)) 

CQFD 
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Propriété 

Soient   ⃗⃗⃗⃗  et   ⃗⃗ ⃗⃗  deux vecteurs normé orthogonaux de dimension 3. 

Soit   ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ . 

Alors,   la base (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) est orthonormale 

    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  

    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  . 

Démonstration  

‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ‖    ( (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ))         .
 

 
/    

  ⃗⃗ ⃗⃗  est orthogonal à   ⃗⃗⃗⃗  
  ⃗⃗ ⃗⃗  est orthogonal à   ⃗⃗ ⃗⃗  
Donc, la base (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) est orthonormale. 

 

  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )  (  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )  ⃗⃗⃗⃗  (  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ )  ⃗⃗ ⃗⃗  (  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  
  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  (   ⃗⃗⃗⃗ )    ⃗⃗ ⃗⃗  (   ⃗⃗⃗⃗ )  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )  ((   ⃗⃗⃗⃗ )   ⃗⃗ ⃗⃗ )  ⃗⃗⃗⃗  ((   ⃗⃗⃗⃗ )   ⃗⃗⃗⃗ )  ⃗⃗ ⃗⃗   ((   ⃗⃗⃗⃗ )   ⃗⃗⃗⃗ )  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  

CQFD 
 

Propriété 

Soient   ⃗⃗⃗⃗  et   ⃗⃗ ⃗⃗  deux vecteurs normé orthogonaux de dimension 3. 

Soit   ⃗⃗ ⃗⃗   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ). 
Alors,   la base (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) est orthonormale 

   (  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )    ⃗⃗⃗⃗  

   (  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ )    ⃗⃗ ⃗⃗  . 

Démonstration  
‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ‖  ‖ (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ‖    
  ⃗⃗ ⃗⃗  est orthogonal à   ⃗⃗⃗⃗  
  ⃗⃗ ⃗⃗  est orthogonal à   ⃗⃗ ⃗⃗  
Donc, la base (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) est orthonormale. 

 

 (  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )   (  ⃗⃗ ⃗⃗   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ))    ⃗⃗ ⃗⃗  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )    ⃗⃗⃗⃗  

 (  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ )   ((   ⃗⃗⃗⃗ )    ⃗⃗ ⃗⃗ )   .(   ⃗⃗⃗⃗ )  ( (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ))/  (   ⃗⃗⃗⃗ )  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ )    ⃗⃗ ⃗⃗  

CQFD 
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Géométrie 

Définition 

(   ⃗  ⃗  ⃗⃗) un repère orthonormé direct 

 ssi 

(   ⃗  ⃗  ⃗⃗) un repère orthonormé  et  ⃗   ⃗   ⃗⃗ . 

 

(   ⃗  ⃗  ⃗⃗) un repère orthonormé indirect 

 ssi 

(   ⃗  ⃗  ⃗⃗) un repère orthonormé  et  ⃗   ⃗    ⃗⃗ . 

 

Propriété 

Soient ( ⃗  ⃗  ⃗⃗) une base orthonormale directe. 

Soient (     ) les coordonnées du vecteur  ⃗⃗ dans cette base. 

Soient (        ) les coordonnées du vecteur  ⃗ dans cette base. 

Alors les coordonnées de  ⃗⃗   ⃗ dans cette base sont : (                            ). 
Si la base est orthonormale indirecte, les coordonnées de  ⃗⃗   ⃗ sont  

 (                            ). 
Démonstration  

 ⃗⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗ 

 ⃗      ⃗      ⃗      ⃗⃗ 

 ⃗⃗   ⃗  (   ⃗     ⃗     ⃗⃗)  (    ⃗      ⃗      ⃗⃗) 

     ( ⃗   ⃗)     ( ⃗   ⃗)     ( ⃗   ⃗⃗)     ( ⃗   ⃗)     ( ⃗   ⃗)     ( ⃗   ⃗⃗) 

    ( ⃗⃗   ⃗)     ( ⃗⃗   ⃗)     ( ⃗⃗   ⃗⃗) 

     ( ⃗   ⃗)     ( ⃗   ⃗⃗)     ( ⃗   ⃗)     ( ⃗   ⃗⃗)     ( ⃗⃗   ⃗)     ( ⃗⃗   ⃗) 

 (       )( ⃗   ⃗⃗)  (       )( ⃗⃗   ⃗)  (       )( ⃗   ⃗) 

 (       )( ⃗   ⃗⃗)  (       )( ⃗⃗   ⃗)  (       )( ⃗   ⃗). 

Si la base est directe: 

 ⃗⃗   ⃗  (       ) ⃗  (       ) ⃗  (       ) ⃗⃗. 
Si la base est indirecte: 

 ⃗⃗   ⃗   (       ) ⃗  (       ) ⃗  (       ) ⃗⃗. 

CQFD 
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Propriété 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs de dimension 3. 

Soit    la rotation d’axe (   ⃗) et d’angle  . 

Soit    la rotation d’axe (   ⃗) et d’angle  . 

Soit    la rotation d’axe (   ⃗⃗) et d’angle  . 

Alors : 

   ( ⃗⃗   ⃗)    ( ⃗⃗)    ( ⃗) 
   ( ⃗⃗   ⃗)    ( ⃗⃗)    ( ⃗) 

   ( ⃗⃗   ⃗)    ( ⃗⃗)    ( ⃗). 
 

Démonstration  

Soient (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) un repère orthonormal direct. 

Soient (     ) les coordonnées du vecteur  ⃗⃗ dans ce repère. 

Soient (        ) les coordonnées du vecteur  ⃗ dans ce repère. 

 ⃗⃗   ⃗ (
       

       

       
) 

 

  ( ⃗⃗   ⃗⃗)  (
   
          
         

)(
       

       

       

)  (

       

(       )      (       )     

(       )      (       )      

) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (
   
          
         

) (
 
 
 
)  (

   
          
         

)(
  
  

  

) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (

 
           
           

)  (

  
             

             
) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (

(           )(             )  (           )(             )

(           )    (             )

 (             )  (           )  

) 

 (

                                                                                   

(           )    (             )

 (             )  (           )  

) 

 (

                                   

(           )    (             )

 (             )  (           )  

) 

 (

       

(           )    (             )

 (             )  (           )  

) 

  ( ⃗⃗   ⃗⃗)    ( ⃗⃗)    ( ⃗⃗) 
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  ( ⃗⃗   ⃗⃗)  (
         
   

          
)(

       

       

       

)  (

(       )      (       )     

       

 (       )      (       )     

) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (
         
   

          
)(
 
 
 
)  (

         
   

          
)(
  
  

  

) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (
           

 

            
)  (

             
  

              
) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (

 (              )  (            )  
(            )(             )  (           )(              )

(           )    (             )
) 

 (

 (              )  (            )  
                                                                                    

(           )    (             )
) 

 (

 (              )  (            )  
                                    

(           )    (             )
) 

 (
 (              )  (            )  

        
(           )    (             )

) 

  ( ⃗⃗   ⃗⃗)    ( ⃗⃗)    ( ⃗⃗) 
 
 

  ( ⃗⃗   ⃗⃗)  (
          
         
   

)(
       

       

       

)  (

(       )      (       )     

(       )      (       )     

       

) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (
          
         
   

)(
 
 
 
)  (

          
         
   

)(
  
  

  

) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (
           
           

 

)  (
             

             
  

) 

  ( ⃗⃗)    ( ⃗)  (

(           )    (             )

 (             )  (           )  
(           )(             )  (           )(             )

) 

 (

(           )    (             )

 (             )  (           )  

                                                                                   

) 

 (

(           )    (             )

 (             )  (           )  

                                   

) 

 (

(           )    (             )

 (             )  (           )  

       

) 

  ( ⃗⃗   ⃗⃗)    ( ⃗⃗)    ( ⃗⃗) 
CQFD 
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3. Positions relatives de droites et de plans 
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Exercice 1 

Compléter le tableau suivant avec les mots Vrai et Faux. 

 

    

( ) et (  ) sont 
coplanaires 

    

( ) et (  ) sont 
sécantes 

    

( )  (  )     
( ) est 
strictement 
parallèle à (  ) 

    

( ) et (  ) sont 
confondues 

    

( ) (  )  * +     
( ) (  )  * +     
( ) (  )  ( )     
 

Exercice 2  

Compléter le tableau suivant avec les mots Vrai et Faux. 

 

   

( ) et ( ) sont 
sécants 

   

( ) ( )  * +    
( )  ( )    
( ) est 
strictement 
parallèle à ( ) 

   

( ) ( )       
( )  ( )    
( ) ( )  ( )    
 

  



 

16 

Géométrie 

Exercice 3 

Compléter le tableau suivant avec les mots Vrai et Faux. 

 

   

( ) et (  ) 
sont sécants 

   

( ) (  )
 ( ) 

   

( )  (  )    
( ) est 
strictement 
parallèle à (  ) 

   

( ) (  )       
( ) et (  ) 
sont 
confondues 

   

( ) (  )
 ( ) 

   

 

Solutions des exercices 1 à 3 

 

Exercice 1 

 

 

    
( ) et (  ) sont 
coplanaires 

Vrai Vrai Vrai Faux 

( ) et (  ) sont 
sécantes 

Vrai Faux Faux Faux 

( )  (  ) Faux Vrai Vrai Faux 
( ) est 
strictement 
parallèle à (  ) 

Faux Vrai Faux Faux 

( ) et (  ) sont 
confondues 

Faux Faux Vrai Faux 

( ) (  )  * + Faux Vrai Faux Vrai 
( ) (  )  * + Vrai Faux Faux Faux 
( ) (  )  ( ) Faux Faux Vrai Faux 
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Exercice 2  

 

 

   

( ) et ( ) sont 
sécants 

Vrai Faux Faux 

( ) ( )  * + Vrai Faux Faux 
( )  ( ) Faux Vrai Vrai 
( ) est 
strictement 
parallèle à ( ) 

Faux Vrai Faux 

( ) ( )    Faux Vrai Faux 
( )  ( ) Faux Faux Vrai 
( ) ( )  ( ) Faux Faux Vrai 
 

Exercice 3 

 

 

   

( ) et (  ) 
sont sécants 

Vrai Faux Faux 

( ) (  )
 ( ) 

Vrai Faux Faux 

( )  (  ) Faux Vrai Vrai 
( ) est 
strictement 
parallèle à (  ) 

Faux Vrai Faux 

( ) (  )    Faux Vrai Faux 
( ) et (  ) 
sont 
confondues 

Faux Faux Vrai 

( ) (  )
 ( ) 

Faux Faux Vrai 

 

  



 

18 

Géométrie 

4. Vecteur normal à un plan 

Définition 

Un vecteur est normal à un plan 

ssi 

il n’est pas égal au vecteur nul et il est orthogonal à deux vecteur non colinéaires du plan. 

 

Propriété 

Un vecteur normal à un plan est orthogonal à tous les vecteurs de ce plan. 

Preuve : 

Soit un plan ( ). 
Soit  ⃗⃗ un vecteur normal à ( ). 
Soient  ⃗⃗ et  ⃗ tels que   ⃗⃗ et  ⃗ sont deux vecteurs du plan ( ) 
     ⃗⃗ et  ⃗ sont non colinéaires 

     ⃗⃗ et  ⃗⃗ sont orthogonaux 

     ⃗ et  ⃗⃗ sont orthogonaux. 

Soit  ⃗⃗⃗ un vecteur quelconque du plan ( ). 
Alors  ⃗⃗⃗     ⃗⃗     ⃗ pour un réel   et un réel  . 
 ⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗ (   ⃗⃗     ⃗)    ( ⃗⃗  ⃗⃗)   (  ⃗⃗  ⃗)            

 ⃗⃗⃗ et  ⃗⃗ sont orthogonaux. 

c.q.f.d. 

 

Propriété 

Soit un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) de l’espace. Alors : 

Le plan ( ) passant par  (

  
  
  
) et admettant le vecteur  ⃗⃗ (

 
 
 
) comme vecteur normal a pour 

équation :            (            )     . 

Remarque : On dit que              est une équation cartésienne de ( ). 

Preuve : 

Soient un point   et des réels  ,   et   tels que  (
 
 
 
). 

  ( )     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗   ⃗⃗   . 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ (

    
    
    

). 

  ( )   (                 ) (
 
 
 
)    

     (    )   (    )   (    )    

                           

                          . 
( )          (            )    . 

 

c.q.f.d. 
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5. Équation cartésienne d'un plan 

 

Exercice 1 – À faire avec le professeur 

Soit un repère orthonormal direct (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) de l’espace. Déterminer une équation cartésienne pour 

chaque plan suivant. 

a) Le plan ( ) qui passe par les points  (
 
 
  
),  (

  
 
 
) et  (

 
 
  
). 

b) Le plan ( ) qui passe par le point  (
 
 
  
) et de vecteur normal  ⃗⃗ (

 
  
 
). 

c) Le plan ( ) qui passe par le point  (
  
 
 
) et qui est parallèle au plan (   ) où   ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗ et 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗. 

d) Le plan ( ) qui passe par le point  (
  
 
 
) et qui est parallèle au plan d’équation  

            . 

e) Le plan ( ) qui passe par le point  (
 
 
  
) et de vecteur normal  ⃗⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗. 

Exercice 2  (facultatif) 

Soit un repère orthonormal direct (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) de l’espace. Déterminer une équation cartésienne pour 

chaque plan suivant. 

a) Le plan ( ) qui passe par les points  (
 
 
 
),  (

  
  
 
) et  (

 
 
  
). 

b) Le plan ( ) qui passe par le point  (
  
 
 
) et de vecteur normal  ⃗⃗ (

  
 
 
). 

c) Le plan ( ) qui passe par le point  (
  
 
 
) et qui est parallèle au plan (   ) où   ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗ et 

  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗. 
 

Exercice 3 (facultatif) 

Soit un repère orthonormal direct (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) de l’espace. Déterminer une équation cartésienne du plan 

( ) qui passe par les points  (
 
  
 
),  (

 
  
  
) et  (

  
  
  
). 
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Solutions des exercices 1 à 3 

Exercice 1 

a)   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
   ( )

  ( )

  (  )
)  (

  
 
 
);   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

  ( )

  ( )

   (  )
)  (

  
 
 
);   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

   
 (    (  ))

   (  )
)  (

  
 
  
)    (

 
  
 
); 

( )             ;   ( )   ( )   ( )  (  )          ; ( )            . 

b) ( )             

c) ( )       

d) ( )              
e) ( )              . 

Exercice 2 

a) ( )             

b) ( )           

c) ( )       

 

Exercice 3 

( )              
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6. Représentation paramétrique d’une droite 

Soit un repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗)  de l’espace. 

Soit une droite ( ) passant par le point  (

  
  
  
) et de vecteur directeur  ⃗⃗ (

  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
). 

Soit le point  (
 
 
 
). 

  ( ) ssi      tel que   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗     ⃗⃗ 

  ssi      tel que (

    
    
    

)    (

  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
) 

  ssi      tel que {

        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗

 

  ssi      tel que {

        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗

 

 

{

        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗

         est une représentation paramétrique de la droite ( ). 

C'est comme une usine à points: chaque   va produire les coordonnées d'un point de la droite ( ). 

On note ( ) {

        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗
        ⃗⃗⃗

      . 

Une droite a une infinité d'équations paramétriques: 

i. à la place du point  , on peut prendre n'importe quel autre point de la droite ( ); 

ii. à la place du vecteur directeur  ⃗⃗, on peut prendre n'importe quel autre vecteur directeur de la 

droite ( ). 
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Exercice 1 

Soit un repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) de l’espace. Déterminer une équation paramétrique pour chaque droite 

suivante. 

a) La droite qui passe par les points  (
 
 
  
) et  (

 
 
 
). 

b) La droite ( ) qui passe par  (
 
 
  
) et qui est parallèle à l'axe (   ⃗). 

c) La droite ( ) qui passe par  (
  
  
 
) et qui est parallèle à l'axe (   ⃗⃗). 

d) La droite ( ) qui passe par  (
  
  
 
) et qui est parallèle à une droite admettant comme vecteur 

directeur le vecteur de coordonnées (
  
 
 
). 

e) L'axe des abscisses c'est-à-dire la droite (   ⃗). 

f) L'axe des ordonnées c'est-à-dire la droite (   ⃗). 

g) La droite (   ⃗⃗). 

h) La droite ( ) qui passe par  (
 
  
 
) et qui est parallèle à une droite admettant comme vecteur 

directeur le vecteur   ⃗    ⃗    ⃗⃗. 

Exercice 2 (facultatif) 

Soit un repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) de l’espace. Déterminer une équation paramétrique pour chaque droite suivante. 

a) La droite qui passe par les points  (
  
  
 
) et  (

 
  
  
). 

b) La droite ( ) qui passe par  (
 
 
  
) et qui est parallèle à l'axe (   ⃗). 
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Solutions des exercices 1 et 2 

Exercice 1 

a)   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
  ( )

  ( )

  (  )
)  (

 
 
 
);(  ) {

       
        
         

       

 

b) ( ) {
      
           
         

       

c) ( ) {
           
           
             

       d) ( ) {
       
              
               

       

e) {
    
     
     

       f) {
   
   
    

       

g) {
   
   
   

       h) ( ) {
      
       
      

       

 

Exercice 2 

a) (  ) {
        
        
             

       

b) ( ) {
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7. Représentation paramétrique d’un plan 

Soit un repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗)  de l’espace. 

Soit un plan ( ) passant par le point  (

  
  
  
) et de vecteurs  ⃗⃗ (

  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
) et  ⃗ (

  ⃗⃗
  ⃗⃗
  ⃗⃗
) non colinéaires. 

Soit le point  (
 
 
 
). 

  ( ) ssi     ,      ,   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗     ⃗⃗     ⃗ 

  ssi     ,      ,  (

    
    
    

)    (

  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
  ⃗⃗⃗
)     (

  ⃗⃗
  ⃗⃗
  ⃗⃗
) 

  ssi            {

        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗

 

  ssi     ,      ,  {

        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗

 

 

{

        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗

   est une représentation paramétrique du plan ( ). 

C'est comme une usine à points: chaque couple (    ) va produire les coordonnées d'un point du plan 
( ). 

On note ( ) {

        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗
        ⃗⃗⃗      ⃗⃗

           . 

Un plan a une infinité d'équations paramétriques: 

iii. à la place du point  , on peut prendre n'importe quel autre point du plan ( ); 

iv. à la place des vecteurs  ⃗⃗ et  ⃗, on peut prendre n'importe quel autre couple de vecteurs non 

colinéaires du plan ( ). 
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Exercice 1(facultatif) 

Soit un repère (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) de l’espace. Déterminer une équation paramétrique du plan ( ) passant par 

le point   (
 
 
  
) et de vecteurs non colinéaires     ⃗⃗ (

 
  
 
) et  ⃗ (

 
 
  
). 

Solutions de l’exercices 1 

( ) {
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8. Le projeté orthogonal d’un point sur un plan 

Définition 

Le point    est le projeté orthogonal du point   sur le plan ( )  

si, et seulement si,     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ est un vecteur normal à ( ) et    ( ) 
     ou 
     ( ) et     . 
 
CAS 1:   ( ) 

 
CAS 2:   ( ) 

 

Définition 

Soit un point   et un plan ( ). 

Alors,  (  ( ))   la distance entre le point   et le plan ( )   la distance entre le point   et le projeté 

orthogonal du point   sur le plan ( ). 
 

Propriété 

Soit un repère orhonormal. 
Soit un point  (        ) et un plan ( )             . 

Alors,  (  ( ))  
|                |

√        
. 
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Exercice 1 

 

Exercice 2 

L’espace est muni d’un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Calculer la distance du point   au plan ( ). 
a)  (      ) et ( )             

b)  (      ) et ( )               

c)  (      ) et ( )                     

d)  (     ) et ( )                     

e)  (      ) et ( )            . 

Solution 

a)  (  ( ))  
  √  

  
 

b)  (  ( ))  
  √  

  
 

c)  (  ( ))  √  

d)  (  ( ))  
√ 

 
 

e)  (  ( ))  
 √  

 
. 
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Exercice 3 

L’espace est muni d’un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Soit la sphère ( ) de rayon 4 et de centre  (      ). 

Soit les plans  (  )        

(  )               

(  )               . 

a) Déterminer une équation de la sphère ( ). 
b) Déterminer la position relative de la sphère ( ) et du plan (  ). 
c) Déterminer la position relative de la sphère ( ) et du plan (  ). 
d) Déterminer la position relative de la sphère ( ) et du plan (  ). 

Solution 

a) ( ) (   )  (   )       . 

b)  (  (  ))    ; (  ) est tangent à ( ). 

c)  (  (  ))    ; (  ) et ( ) sont sécants. 

d)  (  (  ))    ; (  ) est extérieur à ( ). 
 

Exercice 4 

L’espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Le point   a pour coordonnées (        ). 
Le plan ( ) a pour équation                . 

  ( ). 
Déterminer une équation de la sphère ( ) de centre   et tangente à ( ). 

Solution 

 
( ) (    )

  (    )
  (    )

     

       
|                |

√        
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Exercice 5 

Soient deux vecteurs  ⃗⃗ et  ⃗. 

Prouvez que l’aire du parallélogramme déterminé par  ⃗⃗     ⃗  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ . 

Solution 

  ‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖    ( ( ⃗⃗  ⃗)) 

  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ 

c.q.f.d. 

 

Exercice 6 

Soient deux vecteurs  ⃗⃗ et  ⃗. 

Prouvez que : 

 ‖ ⃗⃗  (  ⃗)‖  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ 

 ‖ ⃗   ⃗⃗‖  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ 

 ‖ ⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗)‖  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ 

Solution 

‖ ⃗⃗  (  ⃗)‖  ‖ ( ⃗⃗   ⃗)‖  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ 

 

‖ ⃗   ⃗⃗‖  ‖ ( ⃗⃗   ⃗)‖  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ 

 

‖ ⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗)‖  ‖( ⃗⃗   ⃗⃗)  ( ⃗⃗   ⃗)‖  ‖ ⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗)‖  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ 

c.q.f.d. 

 

Exercice 7 

Soit trois vecteurs  ⃗⃗,  ⃗ et  ⃗⃗⃗. 

Prouvez que le volume du parallélépipède déterminé par   ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗  |( ⃗⃗   ⃗)  ⃗⃗⃗| . 

Solution 

  ‖ ⃗⃗   ⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗⃗‖ où   ⃗⃗⃗⃗⃗ est le projeté orthogonal du vecteur  ⃗⃗⃗ sur le vecteur  ⃗⃗   ⃗ 

  |( ⃗⃗   ⃗)  ⃗⃗⃗| 
c.q.f.d. 
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Exercice 8 

L’espace est muni d’un repère orthonormal direct (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Soient les points  ,  ,   et  . 

 

1) Déterminer les coordonnées du vecteur   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

2) Calculer l’aire du triangle    . 

3) Déterminer une équation cartésienne du plan (   ). 
4) En déduire la distance du point   au plan (   ). 
5) Déduire le volume du tétraèdre      en unités de volume et ensuite en    . 

Remarque :                          
                      (  (   ))

 
 . 

 

 

a)  (      ) ;  (      ) ;  (      ) ;  (      ). 
Unités graphiques :     . 

b)  (      ) ;  (      ) ;  (      ) ;  (      ). 
Unités graphiques :       . 

c)  (      ) ;  (     ) ;  (      ) ;  (      ). 
Unités graphiques :     . 

 

 

Solutions 

a)  

1)   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
 
 
  
)  ;   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

  
 
  
)  ;   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

  
 
 
) 

2)       
‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

 
 √   

3) (   )               

4)  (  (   ))  
 √  

  
 

5)       
      (  (   ))

 
 
 

 
 
 

 
     

 

 
(    )   

  

 
     

 

b)  

1)   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
  
 
 
)  ;   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

 
 
 
)  ;   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

   
 
  

) 

2)      
‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

 
  √   

3) (   )           

4)  (  (   ))  
 

√  
 

5)       
 

 
 
 

 
     

 

 
     

c)  

1)   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
 
  
  
)  ;   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

 
  
  
)  ;   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

 
  
 
) 

2)      
‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

 
 
√  

 
 

3) (   )             

4)  (  (   ))  
 √  

  
 

5)       
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Exercice 9 

L’espace est muni d’un repère orthonormal direct (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Calculer le volume du parallélépipède          en unités de volume et ensuite en    . 

a)  (      ) ;  (      ) ;  (      ) ;  (      ). 
Unités graphiques :     . 

b)  (      ) ;  (      ) ;  (      ) ;  (      ). 
Unités graphiques :       . 

c)  (      ) ;  (     ) ;  (      ) ;  (      ). 
Unités graphiques :     . 

 

Solutions 

a)           |(  ⃗⃗ ⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)   ⃗⃗⃗⃗⃗|;   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
  
 
 
);   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

 
 
  
);                    

 . 

b)           |(  ⃗⃗ ⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)   ⃗⃗⃗⃗⃗|;   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
   
 
  

);   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
 
  
 
);              

 

 
    . 

c)           |(  ⃗⃗ ⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)   ⃗⃗⃗⃗⃗|;   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
 
  
 
);   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

 
  
   

);                   
 . 
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9. Position relative de deux droites 

 

Propriétés 

Soit ( ) et (  ) deux droites. 
Alors : 

 ( ) // (  )     ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ ) {

 ⃗⃗                             ( )

  ⃗⃗⃗ ⃗                             (  )

 ⃗⃗      ⃗⃗⃗ ⃗                 

 

 

 ( ) et (  ) sont orthogonales      ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ ) {

 ⃗⃗                             ( )

  ⃗⃗⃗ ⃗                             (  )

 ⃗⃗      ⃗⃗⃗ ⃗                 

. 

Méthode 

Soit  ⃗⃗ et  ⃗ deux vecteurs directeurs respectivement des droites ( ) et (  ). 
1) Si  ⃗⃗ et  ⃗ sont colinéaires, alors ( ) et (  ) sont parallèles. 

On détermine un point   ( ). 
a) Si   (  ), alors ( )  (  ). 
b) Si   (  ), alors ( ) est strictement parallèle à (  ). 

2) Si  ⃗⃗  ⃗   , alors ( ) et (  ) sont orthogonales. 
a) Si ( )  (  )   , alors ( )  (  ). 
b) Si ( )  (  )   , alors ( ) et (  ) sont orthogonales et non sécantes. 

3) Si  ⃗⃗ et  ⃗ ne sont pas colinéaires et  ⃗⃗  ⃗     
a) Si ( )  (  )   , alors ( ) et (  ) sont sécantes et non perpendiculaires. 
b) Si ( )  (  )   , alors ( ) et (  ) sont non sécantes, non orthogonales et non parallèles. 
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Angle de deux droites 
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Exercice 1 - Position relative de la droite ( ) par rapport à la droite (  ) 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

 

a) ( ) {
      
       
      

                    et      (  ) {
       
      
      

             . 

1) Prouver que ( )    (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il à la droite (  ) ? 
4) Déduire des questions précédentes si les droites ( ) et (  ) sont confondues ou strictement 

parallèles. 
  

b) ( ) {
      
       
      

                    et      (  ) {
       
       
      

             . 

1) Prouver que ( )    (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il à la droite (  ) ? 
4) Déduire des questions précédentes si les droites ( ) et (  ) sont confondues ou strictement 

parallèles. 
 

c) ( ) {
     
      
      

                    et      (  ) {
     
      
   

             . 

1) Prouver que ( ) est orthogonale à (  ). 
2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection   des droites ( ) et (  ). 

3) Est-ce que ( ) est perpendiculaire à (  ) ? 
 

d) ( ) {
     
      
      

                    et      (  ) {
      
       
      

             . 

1) Prouver que ( ) est orthogonale à (  ). 
2) Prouver que ( ) et (  ) n’ont pas de point d’intersection. 

3) Est-ce que ( ) est perpendiculaire à (  ) ? 
 

e) ( ) {
      
     
       

                     et      (  )  {
      
      
      

              

1) Prouver que ( ) n’est pas parallèle à (  ). 
2) Prouver que ( ) n’est pas orthogonale à (  ). 
3) Déterminer les coordonnées du point d’intersection   des droites ( ) et (  ). 
4) Est-ce que ( ) est sécante à (  ). 
 

f) ( ) {
      
       
      

                    et      (  ) {
     
      
   

             . 

1) Prouver que ( ) n’est pas parallèle à (  ). 
2) Prouver que ( ) n’est pas orthogonale à (  ). 
3) Prouver que ( ) n’est pas sécante à (  ). 
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Exercice 2 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

 

a) ( ) {
       
       
      

                    et      (  ) {
          
        
          

             . 

1) Prouver que ( ) est orthogonale à (  ). 
2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection   des droites ( ) et (  ). 

3) Est-ce que ( ) est perpendiculaire à (  ) ? 
  

b) ( ) {
       
      
      

                    et      (  ) {
           
      
       

             . 

1) Prouver que ( )    (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il à la droite (  ) ? 
4) Déduire des questions précédentes si les droites ( ) et (  ) sont confondues ou strictement 

parallèles. 
 

c) ( ) {
       
       
      

                    et      (  ) {
           
      
       

             . 

1) Prouver que ( ) n’est pas parallèle à (  ). 
2) Prouver que ( ) n’est pas orthogonale à (  ). 
3) Prouver que ( ) n’est pas sécante à (  ). 

 

d) ( ) {
       
                
         

                    et      (  ) {
       
              
       

             . 

1) Prouver que ( )    (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il à la droite (  ) ? 
4) Déduire des questions précédentes si les droites ( ) et (  ) sont confondues ou strictement 

parallèles. 
 

e) ( ) {
      
       
      

                     et      (  )  {
       
      
              

              

1) Prouver que ( ) est orthogonale à (  ). 
2) Prouver que ( ) et (  ) n’ont pas de point d’intersection. 

3) Est-ce que ( ) est perpendiculaire à (  ) ? 
 

f) ( ) {
      
      
      

                    et      (  ) {
       
       
      

             . 

1) Prouver que ( ) n’est pas parallèle à (  ). 
2) Prouver que ( ) n’est pas orthogonale à (  ). 
3) Déterminer les coordonnées du point d’intersection   des droites ( ) et (  ). 
4) Est-ce que ( ) est sécante à (  ). 
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Solution de l’exercice 1 

 

a) ( ) {
      
       
      

                    et      (  ) {
       
      
      

             . 

 
1) Prouvons que ( )    (  ) . 

Soit le vecteur  ⃗⃗ (
 
  
  
).  ⃗⃗ est un vecteur directeur de ( ). 

Soit le vecteur   ⃗⃗⃗⃗ (
  
 
 
).   ⃗⃗⃗⃗  est un vecteur directeur de (  ). 

 

(
 
  
  
)

 (  )
→   
 (  )
→   
 (  )
→   

(
  
 
 
) 

 

 ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  sont colinéaires car   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗. 
Donc,  ( )    (  ). 

 
1) Prouvons que ( )    (  ) en calculant l’angle   entre les deux droites. 

     
| ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ |

‖ ⃗⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖
 

| ⃗⃗   ⃗⃗⃗ ⃗|  |( )(  )  (  )( )  (  )( )|  |       |  |   |     

‖ ⃗⃗‖  √( )  (  )  ( )  √      √   

‖  ⃗⃗⃗ ⃗‖  √(  )  ( )  ( )  √        √   √      √   

     
  

√     √  
 
  

  
   

     
Donc,  ( )    (  ). 

 
2)  (       ) 
3) Est-ce que   (  ) ? 

Pour que   appartienne à (  ), il faut que                 
  

 
. 

Avec   
  

 
, l'équation de (  ) nous donne le point de coordonnées 

(

 
 
    .

  

 
/

   .
  

 
/

   .
  

 
/
)

 
 
 (

 
  
  
). 

Ce sont les coordonnées du point  . 
Donc,   (  ). 

4) On a :  ( )    (  ) 
  (  ) 
  (  ) . 

Conclusion : ( ) et (  ) sont confondues. 
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Remarque : 
Analysons l’intersection des droites ( ) et (  ). 
Soient   et   des réels.  

Soit un point  (
    
     
    

).   ( ). 

Soit un point  (
     
    
    

).   (  ). 

     {
          
          
         

 {
   (     )       
    (     )      

       

 {
           
         
       

 

   {
    
    

       
          . 

Il y a une infinité de point d’intersection. 
Donc, ( ) et (  ) sont confondues. 

 

b) ( ) {
      
       
      

                    et      (  ) {
       
       
      

             . 

 
1) Prouvons que ( )    (  ) 

Comme à l’exercice a). 
Donc,  ( )    (  ). 

 
2)  (       ) 
3) Est-ce que   (  ) ? 

Pour que   appartienne à (  ), il faut que                 
  

 
. 

Avec   
  

 
, l'équation de (  ) nous donne le point de coordonnées 

(

 
 
    .

  

 
/

    .
  

 
/

   .
  

 
/
)

 
 
 (

 
 
 
). 

Ce ne sont pas les coordonnées du point  . 
Donc,   (  ). 

4) On a :  ( )    (  ) 
  ( ) 
  (  ) . 

Conclusion : ( ) et (  ) sont strictement parallèle. 
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c) ( ) {
     
      
      

                    et      (  ) {
     
      
   

             . 

 
1) Prouvons que ( ) est orthogonale à (  ) . 

Soit le vecteur  ⃗⃗ (
 
 
  
).  ⃗⃗ est un vecteur directeur de ( ). 

Soit le vecteur   ⃗⃗⃗⃗ (
  
 
 
).   ⃗⃗⃗⃗  est un vecteur directeur de (  ). 

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ( )(  )  ( )( )  (  )( )    

Donc,  ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗ sont orthogonaux . 
Donc, ( ) est orthogonale à (  ). 

 
1) Prouvons que ( ) est orthogonale à (  ) en calculant l’angle   entre les deux droites. 

     
| ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ |

‖ ⃗⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖
 

     
 

‖ ⃗⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖
   

      
Donc,  ( ) est orthogonale à (  ). 

 
2) Déterminons les coordonnées du point d’intersection   des droites ( ) et (  ). 

Soient   et   des réels.  

Soit un point  (
   
    
    

).   ( ). 

Soit un point  (
   
    
 

).   (  ). 

     {
       
         
      

 {
      (    )

        (    )
      

 {
       

          
      

   

   {
   
   

   ( )   
  {

    
   
    

    {
   
    

  . 

  
 (       ). 

 

3) ( )  (  ). 
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d) ( ) {
     
      
      

                    et      (  ) {
      
       
      

             . 

 
1) Prouvons que ( ) est orthogonale à (  ) . 

Comme l’exercice c). 
Donc, ( ) est orthogonale à (  ). 

 
2) Prouvons que les droites ( ) et (  ) n’ont pas de point d’intersection. 

Soient   et   des réels.  

Soit un point  (
   
    
    

).   ( ). 

Soit un point  (
    
     
    

).   (  ). 

     {
        
          
         

 {
      

   (    )       
   (    )      

   {
      

           
        

   

   {
      
      
   

   {
      
    
    

       . 

Par conséquent, ( ) et (  ) n’ont pas de point d’intersection. 

 
3) ( ) et (  ) ne sont pas perpendiculaires. 

 

 

 

e) ( ) {
      
     
       

                     et      (  )  {
      
      
      

              

 
1) Prouvons que ( ) n’est pas parallèle à (  ). 

Soit le vecteur  ⃗⃗ (
  
 
 
).  ⃗⃗ est un vecteur directeur de ( ). 

Soit le vecteur   ⃗⃗⃗⃗ (
 
 
  
).   ⃗⃗⃗⃗  est un vecteur directeur de (  ). 

(
  
 
 
)

 (
  

 
)

→    
           
→    

 (
  

 
)

→    

(
 
 
  
) 

 

 ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  ne sont pas colinéaires. 
( ) n'est pas parallèle à (  ). 

 
2) Prouvons que ( ) n’est pas orthogonale à (  ). 

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  (  )( )  ( )( )  ( )(  )       

Donc,  ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  ne sont pas orthogonaux . 
Donc, ( ) n'est pas orthogonale à (  ). 
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Remarque : 

Prouvons que ( ) et (  ) ne sont ni parallèles ni orthogonales en calculant l’angle   entre les deux 
droites. 

     
| ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ |

‖ ⃗⃗‖‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖
 

| ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ |    

‖ ⃗⃗‖  √(  )  ( )  ( )  √      √   

‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖  √( )  ( )  (  )  √      √    

     
 

√     
 

 

√  
 
 √  

  
 
√  

 
 

        
√  

 
 

      au degré près 
Donc,  ( ) et (  ) ne sont ni parallèles ni orthogonales. 

 
3) Déterminons les coordonnées du point d’intersection   des droites ( ) et (  ). 

Soient   et   des réels.  

Soit un point  (
    
   
     

).   ( ). 

Soit un point  (
    
    
    

).   (  ). 

     {
         
        
          

 {
        (     )

        
       

 {
         
        
       

 

  {
    

  (  )      
    (  )  

 {
    
     
    

 {
    
    
    

 {
    
    

 

 (      ). 
4) ( ) et (  ) sont sécantes. 
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f) ( ) {
      
       
      

                    et     (  ) {
     
      
   

             . 

 
1) Prouvons que ( ) et (  ) ne sont pas parallèles. 

Soit le vecteur  ⃗⃗ (
 
  
  
).  ⃗⃗ est un vecteur directeur de ( ). 

Soit le vecteur   ⃗⃗⃗⃗ (
  
 
 
).   ⃗⃗⃗⃗  est un vecteur directeur de (  ). 

 

(
 
  
  
)

 (
  

 
)

→    

     (
  

 
)     

→       
 (  )
→   

(
  
 
 
) 

 

 ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  ne sont pas colinéaires. 
( ) n'est pas parallèle à (  ). 

 
2) Prouvons que ( ) n’est pas orthogonale à (  ) . 

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ( )(  )  (  )( )  (  )( )       

Donc,  ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  ne sont pas orthogonaux . 
Donc, ( ) n'est pas orthogonale à (  ). 

 
3) Prouvons que ( ) n’est pas sécante à (  ). 

Soient   et   des réels.  

Soit le point  (
    
     
    

).   ( ). 

Soit le point  (
   
    
 

).   (  ). 

      {
        
          
      

 {
       (    )
          
      

   {
        
          
      

   

   {
   

    ( )      
   ( )   

   {
   

       
    

   {
   
     
    

   {
   

      
    

   

   {
   

      
       

   {
   

      
    

        . 

Il n’y a pas de point d’intersection. 
Par conséquent, ( ) n’est pas sécante à (  ). 

 

Solution de l’exercice 2 

a) 2)  (      ) 3) ( )  (  ). 
b) 2)  (      ) 3)   (  ) 4) ( ) est strictement parallèle à (  ) 
c)  
d) 2)  (      ) 3)   (  ) 4) ( ) et (  ) sont confondues 
e) 3) ( ) et (  ) ne sont pas perpendiculaires. 
f) 3)  (      ); 4) ( ) et (  ) son sécantes. 
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10. Position relative de deux plans 

Propriétés 

Soit ( ) et (  ) deux plans de l’espace. 
Alors : 

 ( ) // (  )        . ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ /  {

 ⃗⃗                          ( )

  ⃗⃗⃗⃗                           (  )

 ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗                  

 

 

 ( )  (  )        . ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ /  {

 ⃗⃗                          ( )

  ⃗⃗⃗⃗                           (  )

 ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗                  

 . 

Méthode 

Soit  ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  deux vecteurs normaux respectivement aux plans ( ) et (  ). 

1) Si  ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  sont colinéaires, alors ( ) // (  ). 
On détermine un point   ( ). 
a) Si   (  ), alors ( )  (  ). 
b) Si   (  ), alors ( ) est strictement parallèle à (  ). 

2) Si  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗   , alors ( )  (  ). 

3) Si  ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  ne sont pas colinéaires et  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗   , alors ( ) et (  ) sont sécants et non perpendiculaires. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Angle de deux plans 

Définition 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Soit un plan ( ) de vecteur normal  ⃗⃗  et un plan (  ) de vecteur normal  ⃗⃗   . 

L’angle entre le plan ( ) et un plan (  )        
| ⃗⃗   ⃗⃗  |

‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗  ‖
 . 

On note souvent cet angle  . 
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Exercice 1 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

a) ( )                et      (  )                
1) Prouver que ( )  (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il au plan (  ). 
4) Déduire des questions précédente si les plans ( ) et (  ) sont soit confondus soit strictement 

parallèles. 
b) ( )                et      (  )                
Prouver que( )  (  ). 

1) Prouver que ( )  (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il au plan (  ). 
4) Déduire des question précédente si les plans ( ) et (  ) sont soit confondus soit strictement 

parallèles. 
c) ( )                et      (  )             

1) Prouver que ( )  (  ). 
2) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection ( ) des plans ( ) et (  ). 

d) ( )                et      (  )            
1) Prouver que ( ) et (  ) ne sont pas parallèles. 
2) Prouver que ( ) et (  ) ne sont pas perpendiculaires. 
3) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection ( ) des plans ( ) et (  ). 

 

Exercice 2 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

a) ( )                 et      (  )              
1) Prouver que ( )  (  ). 
2) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection ( ) des plans ( ) et (  ). 

b) ( )                 et      (  )              
1) Prouver que ( )  (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il au plan (  ). 
4) Déduire des questions précédente si les plans ( ) et (  ) sont soit confondus soit strictement 

parallèles. 
c) ( )                 et      (  )           

1) Prouver que ( ) et (  ) ne sont pas parallèles. 
2) Prouver que ( ) et (  ) ne sont pas perpendiculaires. 
3) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection ( ) des plans ( ) et (  ). 

d) ( )                 et      (  )             
1) Prouver que ( )  (  ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan ( ) et appeler ce point  . 
3) Le point  , appartient-il au plan (  ). 
4) Déduire des questions précédente si les plans ( ) et (  ) sont soit confondus soit strictement 

parallèles. 
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Solution de l’exercice 1 

 
a) ( )                et      (  )                . 

 
1) Montrons que ( ) // (  ). 

Soit le vecteur  ⃗⃗ (
 
 
  
).  ⃗⃗ est normal à ( ). 

Soit le vecteur   ⃗⃗⃗⃗ (
  
  
 
).   ⃗⃗⃗⃗  est normal à (  ). 

(
 
 
  
)

 (  )
→   
 (  )
→   
 (  )
→   

 (
  
  
 
) 

  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗ . 

 ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  sont colinéaires. 
Donc, ( ) // (  ). 

1) Montrons que ( ) // (  ) en calculant l’angle entre les deux plans. 

     
| ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ |

‖ ⃗⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖
 

| ⃗⃗   ⃗⃗⃗ ⃗|  |( )(  )  ( )(  )  (  )( )|  |      |  |   |     

‖ ⃗⃗‖  √( )  ( )  (  )  √      √  

‖  ⃗⃗⃗ ⃗‖  √(  )  (  )  ( )  √       √   √     √  

     
  

√   √ 
   

     
Donc, ( ) // (  ). 

2)  (       ) 
3) Le point  , appartient-il au plan (  ) 

  (  )     (  )   ( )   (  )       
             
         

 Donc,   (  ). 
4) On a : ( ) // (  ) 

  ( ) 
  ( ). 

On en déduit que les plans ( ) et (  ) sont confondus. 
 
Remarque : 
Analysons l’intersection entre les deux plans. 

{
          

              
 {

          
          

            

( )  (  )  ( ) 
Donc, ( ) et (  ) sont confondus. 
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b) ( )                et      (  )                . 
 
1) Est-ce que ( ) // (  ) ? 

Comme dans la question a). 
Donc, ( ) // (  ). 

2)  (       ) 
3) Le point  , appartient-il au plan (  ) 

 (       ) 
  (  )     (  )   ( )   (  )       
             
         

 Donc,   (  ). 
4) On a : ( ) // (  ) 

  ( ) 
  ( ). 

On en déduit que les plans ( ) et (  ) sont strictement parallèles. 
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c) ( )                et      (  )             . 
 
1) Prouvons que ( )  (  ). 

Soit le vecteur  ⃗⃗ (
 
 
  
).  ⃗⃗ est normal à ( ). 

Soit le vecteur   ⃗⃗⃗⃗ (
 
  
 
).   ⃗⃗⃗⃗  est normal à (  ). 

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ( )( )  ( )(  )  (  )( )    . 
Par conséquent, ( )  (  ). 

 
1) Montrons que ( )   (  ) en calculant l’angle entre les deux plans. 

     
| ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ |

‖ ⃗⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖
 

       
      
Donc, ( )   (  ). 

 
2) Déterminons une représentation paramétrique de la droite d'intersection ( ). 

( ) {
          
           

      {
          
           

       {
      

   (    )        
 

          {
      

  
  

 
   

 

( )  {
    

 

 
 

      
              

          . 

 
2) Déterminons une représentation paramétrique de la droite d'intersection ( ). 

( ) {
          
           

      {
  

  

 
  

 

 
  

 .
  

 
  

 

 
  /          

   

     {
  

  

 
  

 

 
  

           
      {

  
  

 
  

 

 
  

     
 

 
 

 

          {
  

  

 
  

.   
 

 
  /

 
  

     
 

 
  

      {
  

  

 
  

 

 

     
 

 
  

 

( )  {

  
 

 
 
 

 
              

                          

     
 

 
           

          . 

  



 

47 

Géométrie 

d) ( )                et      (  )            . 
 
1) Prouvons que ( ) et (  ) ne sont pas parallèles. 

Soit le vecteur  ⃗⃗ (
 
 
  
).  ⃗⃗ est normal à ( ). 

Soit le vecteur   ⃗⃗⃗⃗ (
 
  
 
).   ⃗⃗⃗⃗  est normal à (  ). 

 

(
 
 
  
)

 .
 

 
/

→  
 (  )
→   
 (  )
→   

 (
 
  
 
) 

 ⃗⃗ et   ⃗⃗⃗⃗  ne sont pas colinéaires. 
Donc, ( ) n'est pas parallèle à (  ). 

 
2) Prouvons que ( ) et (  ) ne sont pas perpendiculaires. 

 ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ( )( )  ( )(  )  (  )( )       . 
Par conséquent, ( ) n'est pas perpendiculaire à (  ). 

 
Remarque: 
Prouvons que ( ) et (  ) sont sécants et non perpendiculaires en calculant l’angle entre les deux plans. 

     
| ⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗ |

‖ ⃗⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗ ‖
 

| ⃗⃗   ⃗⃗⃗ ⃗|    

‖ ⃗⃗‖  √( )  ( )  (  )  √      √  

‖  ⃗⃗⃗ ⃗‖  √( )  (  )  ( )  √      √  

     
 

√ √ 
 
 

 
 

        
 

 
 

        
        au dixième de degré près 
 
3) Déterminons une représentation paramétrique de la droite d'intersection ( ). 

( ) {
          
          

      {
        
        

       {
  

 

 
 
 

 

  .
 

 
 
 

 
/      

 

           {
  

 

 
 
 

 

  
  

 
 
 

 
  

 

( )  {

  
 

 
 
 

 

  
  

 
 
 

 
 

            

          . 
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Solution de l’exercice 2 

a) 2) ( )  {

   
 

 
 
 

 
       

  
  

  
 

 

  
      

                     

           . 

b) 2)  (      ) 3)   (  ) 4) ( ) et (  ) sont confondus. 

c) 3) ( )  {
   

 

 
 
 

 
       

           
                     

           . 

d) 2)  (      ) 3)   (  ) 4) ( ) est strictement parallèle à (  ). 
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11. Position relative d'une droite et d'un plan 

Propriétés 

Soit ( ) une droite de l’espace et ( ) un plan de l’espace. 
Alors : 

 ( )  ( )        ( ⃗⃗  ⃗⃗) {
 ⃗⃗                             ( )

 ⃗⃗                          ( )

 ⃗⃗     ⃗⃗                 

 

 ( )    ( )        ( ⃗⃗  ⃗⃗) {

 ⃗⃗                             ( )

 ⃗⃗                          ( )

 ⃗⃗     ⃗⃗                 

  . 

Méthode 

Soit  ⃗⃗ un vecteur directeur de la droite ( ) et  ⃗⃗ un vecteur normal du plan ( ). 
1) Si  ⃗⃗ et  ⃗⃗ sont colinéaires, alors ( )  ( ). 
2) Si  ⃗⃗   ⃗⃗   , alors ( ) // ( ). 

On détermine un point   ( ). 
a) Si   ( ), alors ( )  ( ). 
b) Si   ( ), alors ( ) est strictement parallèle à ( ). 

3) Si  ⃗⃗ et  ⃗⃗ ne sont pas colinéaire et  ⃗⃗   ⃗⃗   , alors ( ) et ( ) sont sécantes et non perpendiculaires. 
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Angle d’une droite et d’un plan 

Définition 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Soit une droite ( ) et un plan ( ). 

L’angle entre la droite ( ) et le plan ( )        
| ⃗⃗⃗   ⃗⃗ |

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖
 . 

On note souvent cet angle  . 

Remarque 

CAS 1 :  ⃗⃗   ⃗⃗    

 

 ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖    ( ⃗⃗   ⃗⃗ )  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖    .
 

 
  /  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖      

| ⃗⃗   ⃗⃗ |  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖      

     
| ⃗⃗   ⃗⃗ |

‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖
 

CAS 2 :  ⃗⃗   ⃗⃗    

 

 ⃗⃗   ⃗⃗    (  ⃗⃗ )  ⃗⃗   ‖  ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖    (  ⃗⃗   ⃗⃗ )   ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖    .
 

 
  / 

  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖      

     
  ⃗⃗   ⃗⃗ 
‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖

 

     
| ⃗⃗   ⃗⃗ |

‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖
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Exercice 1 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Soient une droite ( ) et un plan ( ). 
 

a) ( ) {
     

       
       

                     et      ( )           

1) Prouver que ( )  ( ). 
2) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection  . 

 

b) ( ) {
      
       
      

                    et      ( )             

1) Prouver que ( )  ( ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 

3) Est-ce que ce point   appartient au plan ( ) ? 
4) En déduire si la droite ( ) est strictement parallèle au plan ( ) ou alors si la droite ( ) est 

incluse dans plan ( ). 
 

c) ( ) {
      
       
      

                    et      ( )             

1) Prouver que ( )  ( ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 

3) Est-ce que ce point   appartient au plan ( ) ? 
4) En déduire si la droite ( ) est strictement parallèle au plan ( ) ou alors si la droite ( ) est 

incluse dans plan ( ). 
 

d) ( ) {
     
      
   

                     et      ( )              . 

1) Prouver que ( ) n’est pas perpendiculaire à ( ). 
2) Prouver que ( ) et ( ) sont sécants. 
3) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection  . 

 

  



 

52 

Géométrie 

Exercice 2 

L‘espace est rapporté à un repère orthonormal (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

Étudier la position relative de la droite ( ) par rapport au plan ( ) et donner les coordonnées de leur point 
d’intersection   s’ils sont sécants. 

 

a) ( ) {
       
              
                

                     et      ( )        

1) Prouver que ( )  ( ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 

3) Est-ce que ce point   appartient au plan ( ) ? 
4) En déduire si la droite ( ) est strictement parallèle au plan ( ) ou alors si la droite ( ) est 

incluse dans plan ( ). 
 

b) ( ) {
       
       
          

                    et      ( )              

1) Prouver que ( ) n’est pas perpendiculaire à ( ). 
2) Prouver que ( ) et ( ) sont sécants. 
3) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection  . 
 

c) ( ) {
      
           
          

                    et      ( )        

1) Prouver que ( )  ( ). 
2) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection  . 
 

d) ( ) {
      
      
       

                     et      ( )              . 

1) Prouver que ( )  ( ). 
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant à la droite ( ) et appeler ce point  . 

3) Est-ce que ce point   appartient au plan ( ) ? 
4) En déduire si la droite ( ) est strictement parallèle au plan ( ) ou alors si la droite ( ) est 

incluse dans plan ( ). 
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Solution de l’exercice 1 

a) ( ) {
     

       
       

                     et      ( )          . 

 
1) Prouvons que ( )  ( ). 

Soit  ⃗⃗ (
 
 
 
).  ⃗⃗ est normal à ( ). 

Soit  ⃗⃗ (
  
  
  
).  ⃗⃗ est un vecteur directeur de ( ). 

 

(
 
 
 
)

 (  )
→   
 (  )
→   
 (  )
→   

(
  
  
  
) 

 
 ⃗⃗ et  ⃗⃗ sont colinéaires car   ⃗⃗      ⃗⃗. 
Donc, ( )  ( ). 

 
1) Prouvons que ( )  ( ) en calculant l’angle entre le plan et la droite. 

     
| ⃗⃗  ⃗⃗|

‖ ⃗⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

| ⃗⃗  ⃗⃗|  |( )(  )  ( )(  )  ( )(  )|  |  |    

‖ ⃗⃗‖  √( )  ( )  ( )  √  

‖ ⃗⃗‖  √(  )  (  )  (  )  √      √    √  

     
 

√   √ 
   

      
Donc, ( )  ( ). 

 
2) Déterminons les coordonnées du point d'intersection  . 

Soit    un réel. Soit le point  (
   

     
     

).   ( ). 

  ( )  (   )  (     )  (     )                
 

  
 
  

 
. 

 

(

 
 
 

  (
  

 
)

  (
  

 
)   

  (
  

 
)   )

 
 
 

 

 (
 
 
 
). 
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b) ( ) {
      
       
      

                    et      ( )            . 

 
1) Prouvons que ( )  ( ). 

Soit  ⃗⃗ (
 
 
 
).  ⃗⃗ est normal à ( ). 

Soit  ⃗⃗ (
 
  
  
).  ⃗⃗ est un vecteur directeur de ( ). 

 ⃗⃗   ⃗⃗  ( )( )  (  )( )  (  )( )    
 ⃗⃗ et  ⃗⃗ sont orthogonaux. 
D'où, ( )  ( ). 

 
1) Prouvons que ( )  ( ) en calculant l’angle entre le plan et la droite. 

     
| ⃗⃗  ⃗⃗|

‖ ⃗⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

       
     
Donc, ( )  ( ). 

 
2)  (       ) 
3)   ( )         ( )  (  )   (  )                       . 

Donc,     . 
4) On a : ( )  ( ) 

    ( ) 
  ( ). 

Par conséquent, la droite ( ) est incluse dans plan ( ). 
 
 

Remarque : 
Analysons l’intersection. 

Soit    un réel. Soit le point  (
    
     
    

).   ( ). 

  ( )   (    )  (     )   (    )               . 
Il y a une infinité de points d’intersection. 
Donc, ( ) est incluse dans ( ). 
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c) ( ) {
      
       
      

                    et      ( )            . 

 
1) Prouvons que ( )  ( ). 

Comme dans la question b). 
D'où, ( )  ( ). 

 
2)  (       ) 
3)   ( )         ( )  (  )   (  )                       . 

Donc,     . 
4) On a : ( )  ( ) 

    ( ) 
  ( ). 

Par conséquent, la droite ( ) est strictement parallèle au plan ( ). 
 
 
 

Remarque : 
Analysons l’intersection. 

Soit    un réel. Soit le point  (
    
     
    

).   ( ). 

  ( )   (    )  (     )   (    )                . 
Il n’y a pas de point d’intersection. 
Donc,( ) est strictement parallèle à ( ). 
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d) ( ) {
     
      
   

                      et      ( )            . 

 
1) Prouvons que ( ) n’est pas perpendiculaire à ( ). 

Soit  ⃗⃗ (
 
 
 
).  ⃗⃗ est normal à ( ). 

Soit  ⃗⃗ (
  
 
 
).  ⃗⃗ est un vecteur directeur de ( ). 

 

(
 
 
 
)

 (
  

 
)

→    
 ( )
→  

 (
 

 
)

→  

(
  
 
 
) 

 
 ⃗⃗ et  ⃗⃗ ne sont pas colinéaires. 
Donc, ( ) n'est pas perpendiculaire à ( ). 

 
2) Prouvons que ( ) et ( ) sont sécants. 

 ⃗⃗   ⃗⃗  (  )( )  ( )( )  ( )( )    
 ⃗⃗ et  ⃗⃗ ne sont pas orthogonaux. 
Donc, ( ) est sécant à ( ). 

 
Remarque : 
Prouvons que( ) et ( ) sont sécants mais pas perpendiculaires en calculant l’angle entre le 
plan et la droite. 

     
| ⃗⃗  ⃗⃗|

‖ ⃗⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

| ⃗⃗  ⃗⃗|    

‖ ⃗⃗‖  √(  )  ( )  ( )  √  

‖ ⃗⃗‖  √( )  ( )  ( )  √        √   

     
 

√  √  
 

 

√  √  √ 
 

 

  √ 
 

 

 √ 
 
√ 

   
 
√ 

  
 

        
√ 

  
 

      au degree près 
Donc, ( ) et ( ) sont sécants mais pas perpendiculaires. 

 
3) Déterminons les coordonnées de leur point d'intersection  . 

Soit   un réel. Soit le point  (
   
    
 

).   ( ). 

  ( )   (   )  (    )   ( )                  . 

 (
  (  )

   (  )
(  )

) 

 (
 
  
  
). 
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Solution de l’exercice 2 

a) 2)  (      ) 3)   ( ) 4) ( ) est incluse dans ( ). 
b) 3)  (      ). 
c) 2)  (      ). 
d) 2)  (     ) 3)   ( ) 4) ( ) est strictement parallèle à ( ). 
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12. Géométrie analytique dans l’espace – Maturita 2018 

Exercice 1 

 Exercice n° 2 

(sur 4,5 points) 

 

L´espace est muni d´un repère orthonormal direct (   ⃗  ⃗  ⃗⃗)  d'unité graphique     . 

Soient les trois points  (     ),  (     ) et  (     ) qui forment un plan. 
 

1) Justifier que le vecteur  ⃗⃗(     )  est un vecteur normal au plan (   )  . 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan (   ) . 

3) Les points  ,  ,   et  , l´origine du repère, sont-ils coplanaires ? 

4) On considère la droite ( ) passant par   et perpendiculaire au plan (   ). 

Donner une représentation paramétrique de ( ). 

5) Prouver que le point d’intersection   de la droite ( ) et du plan (   ) a pour coordonnées 

.
 

  
 
  

  
 
  

  
/. 

6) Calculer la longueur   . 

7) Démontrer que le point  .
  

 
 
  

 
  / est le pied de la hauteur issue de   dans le triangle 

   . 

8) Justifier que l’aire du triangle     est égale à √  . 

9) Calculer le volume du tétraèdre      en unités de volume et ensuite en    . 

On rappelle que le volume du tétraèdre est   
   

 
  où   est l’aire d‘une base du tétraèdre et 

h la hauteur du tétraèdre s’appuyant sur cette base. 
 

Exercice 2 

 Exercice n° 2 

(sur 3,75 points) 

 

 

Soit (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) un repère orthonormal direct de l´espace. 

On considère les points  (     ),  (      ),  (      ),  (      ),  (      ) et  .
 

 
    

 

 
/. 

 
Pour chacune des cinq affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou si elle est fausse en justifiant votre 
réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte. 
  

1)              est une équation du plan (   ). 
2) Le point   est le projeté orthogonal de   sur le plan (   ).  
3) Les droites (  )  et (  )  sont orthogonales. 

4) {
       
       
         

          est une représentation paramétrique de la droite (  ). 

5) Le point   est sur la droite (  ).  
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Exercice 3 

 
 
 

 
On note   l’ensemble des nombres réels. 

L’espace est muni d’un repère orthonormé (   ⃗  ⃗  ⃗⃗). 

On considère les points  (      ),  (     ) et  (      ). 
1)  

a. Démontrer que les points  ,   et   ne sont pas alignés. 

b. Calculer le produit scalaire   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

c. En déduire la mesure de l’angle    ̂, arrondie au degré. 

2) Soit  ⃗⃗ le vecteur de coordonnées  (
 
  
  
) . 

a. Démontrer que  ⃗⃗ est un vecteur normal au plan (   ). 
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (   ). 

 
3) Soient (  ) le plan d’équation             et (  ) le plan passant par   et parallèle au plan 

d’équation         . 
a. Démontrer que le plan (  ) a pour équation     . 
b. Démontrer que les plans (  ) et (  ) sont sécants. 
c. Soit la droite ( ) dont un système d’équations paramétriques est 

{
               
       
                

        . 

Démontrer que ( ) est l’intersection des plans (  ) et (  ). 
 

4) Démontrer que la droite ( ) coupe le plan (   ) en un point   dont on déterminera les 
coordonnées. 

 
 

  

 Exercice n° 2 

(sur 4,5 points) 
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13. Géométrie analytique dans l’espace – Maturita 2017 

Exercice 1 

 
 
 

On considère un cube          de côté 1. 

 
On se place dans le repère orthonormé direct (    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 

Dans ce repère, on a:  (     ),  (     ),  (     ),  (     ),  (     ). 
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (  ). 
2. Démontrer que la droite (  ) est perpendiculaire au plan (   ). 
3. Déterminer une équation cartésienne du plan (   ). 
4. On note   le point d’intersection du plan (   ) et de la droite (  ). 

Déduire des questions précédentes les coordonnées du point  . 
5. Que représente le point   pour le triangle     ? Justifier la réponse. 

Exercice 2 

 Exercice n° 2 

(sur 4 points) 

 

Dans l'espace rapporté à un repère orthonormal direct  (   ⃗  ⃗  ⃗⃗), on considère les points  (       ),  

 (        ) ,  (          ),   (         )  et le vecteur  ⃗⃗(      ). 
1.  

a. Démontrer que les points  ,  , et   ne sont pas alignés. 
b. Démontrer que   ⃗⃗  est un vecteur normal du plan (   ). 
c. Déterminer une équation du plan (   ). 

2. Soit ( )  la droite dont une représentation  paramétrique  est : {
      
      
         

         .  

Montrer que le point     appartient à la droite ( ).    
Justifier que  cette droite est perpendiculaire au plan (   ). 

3. Soit     le projeté  orthogonal  du point    sur le plan  (   ). Calculer ses coordonnées. 
Calculer la distance de     au plan  (   ). 

4. Calculer l’aire du triangle      et puis  le volume du tétraèdre     . 

On rappelle que le volume du tétraèdre est   
   

 
  où   est l’aire d‘une base du tétraèdre et h la 

hauteur du tétraèdre s’appuyant sur cette base. 

  

 Exercice n° 2 

(sur 3,75 points) 
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Exercice 3 

 

 

 

 

L’espace est muni d’un repère orthonormal direct (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) d’unité graphique 2 cm. 

On considère les points  (         ),   (         ),  (         ) et  (        ). 
 

1.  

a) Déterminer une équation cartésienne du plan (   ). 
b) En déduire que les points       et   sont non coplanaires. 

2. Déterminer une équation cartésienne du plan ( ) parallèle à (   ) passant par  . 

3.  

a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite ( ) perpendiculaire au 

plan (   ) passant par     
b) Calculer les coordonnées du point d’intersection   de ( ) et (   ). 

4. En déduire la distance du point   au plan (   ) en cm. 

5. Calculer l’angle entre les vecteurs   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  et   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
En déduire la nature du triangle     et calculer son aire en    . 

6. En utilisant les résultats précédents, calculer le volume du tétraèdre      en    . 

On rappelle que le volume du tétraèdre est   
   

 
  où   est l’aire d‘une base du tétraèdre et h la 

hauteur du tétraèdre s’appuyant sur cette base. 

 

Exercice 4 

 

 Exercice n° 2 

(sur 4 points) 

 

 

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé (   ⃗  ⃗  ⃗⃗) on donne les points : 

 (     ),  (     ),  (      ),  (      ),  (       ) et  (       ). 
Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant votre réponse. 
Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte. 
 
Affirmation 1 : Les trois points  ,  , et   sont alignés. 
Affirmation 2 : Le vecteur  ⃗⃗(      ) est un vecteur normal au plan (   ). 
Affirmation 3 : La droite (  ) et le plan (   ) sont sécants et leur point d’intersection est le milieu du 
segment ,  -. 
Affirmation 4 : Les droites (  ) et (  ) sont sécantes. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Exercice n° 2 

(sur 4,5 points) 

 


