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1. Repeéres de I’espace, coordonnees
Définitions
Soient un point O et trois vecteurs linéairement indépendants 7, j et k.
Alors : (0; 1,7 k) est un repére de I’espace ;
O est I’origine du repere ;
(Y, 7 k) est une base de I’ensemble des vecteurs de I’espace.

La base (7,7, E) est orthogonale ssi les vecteurs 7, 7 et k sont orthogonaux deux & deux.

La base (7,7, k) est orthonormale  ssi la base (7,7, 75) est orthogonale et  ||Z]| = |IjIl = ||I_€|| =1.
La base (%7, k) est orthonormée ssi elle est orthonormale.

La base orthonormale (7,7, k) peut étre directe ou indirecte.

Le repére (0;7,,k) est orthogonal  ssi la base (i,j, k) est orthogonale.

Le repére (0;7,,k) est orthonormal ssi la base (Z,7, k) est orthonormale.

Le repére (0;7,,k) est orthonormé  ssi la base (i,7, k) est orthonormée.

Le repére orthonormal (0;7,7, k) est direct  ssi la base (Z,7, k) est orthonormale directe.
Le repére orthonormal (0;7,7, k) est indirectssi la base (7,7, k) est orthonormale indirecte.
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Propriété admise

x=x
Soitune base (7,7,k). Alors : xT+yj+zk=xT+yj+zke{y=y".
z=2

Définitions
Soit M un point du plan. Alors :
M a pour coordonnées (x; y; z) dans le repére (0;1,j,k) ssi  OM =xi+yj+zk.
On écrit M(x; y; z).

Soit 1 un vecteur du plan. Alors :
i a pour coordonnées (x; y; z) dans la base (7,7, k) ssi i=xT+yj+zk.
On écrit u(x; y; 2).

Propriétés
Soit une base (7,7, k).

.30

.{ﬁ(x;y:Z) T
e siiy,, , -, 5 alors U=V SSi {y=y
v(x';y"; 2" ,
z=2z
L L fxtx
u+v y+y’
z+ 7
L kx
sik € Ralors kul ky
kz
Soit un repére du plan (0;7,7).
| M(x;y;2) N e
o si {M’(x’;y’;z') alors M =M ssi {y_yl
z=2z

e siA (;ﬁ) et B <§§> alors AB <§§Z§ﬁ>
Za Zp ZB—ZA

le point I est le milieu du segment [AB] & I vatyp

XA+Xp

Zp+Zp
2
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Démonstrations

0=0+0+0=07+07+0k

x=x
Ui=vexityj+zk=xT+yj+7keiy=y
!

z=1z

Uu+v= (x?+yf+z§)+(x'?+y’j’+z’ﬁ) =+ +@+Y) ]+ @z+2)k
Lfx+x
u+v y-|—y’
z+ 7

c.g.f.d.

l

kﬁzk(xi’+yj’+z§)=kxi’+kyj’+sz

OM =x1+yj+zk
OM' =x't+y j+2k
— . [x
0M(y>
z
— [ x
OM, y’
Z’
. x=x
OM =0M' y=y'
z=27
x=x
M=M {y=y'
z=7
c.q.f.d.

AB =40 + 0B = OB + A0 = OB — 04
AB:(xBf+YBf+ZB k)_(xAi)+yA]_)+ZA k) =g —x)T+ s —ya) T+ (25 —2) k

— [ XB —Xa

AB| yp —ya
Zp — Zy

c.g.f.d.
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I est le milieu de [AB] ssi 14 = Bi

ssi 10 + 04 = BO + 0]

ssi —0i+ 04 =-0B +0I

ssii. OA+OB=20I

ssi. 0l = (04 + 0F)
%(0—A>+O—B)) =%((fo+yAf+ZAE)+(xBT+ny+zBE))

=xA+xBi> YA+yBJ—> ZA+ZBE
2 2 2

ags - + _) + 5 + =
I est le milieu de [AB] sSi 0] =*4 xB yAZyBJ n ZAZZB %
XpA+xXp
. 2
SSI I YA'WB
ZA+ZB
2
c.g.f.d.

Géomeétrie



Propriétés
Soit une base orthonormale (7,7, k).
. { Uu(x;y; z)

[ ]
v(x";y'; 2"

alors Uuv=xx"+yy +zz

il = 3 +y7 + 22

Soit un repére orthonormal du plan (0; 7,7, k).

o siA (;‘2) et B (;ﬁ) alors AB =/(xg — x4)2 + (yg — V)2 + (25 — 2,)?

ZA ZB

Démonstrations
Uv =(xil+yJ+ ZE) (x'T+yj+7 l_c))

=&IxX D+ Ly D+ @I D+GIY'D o
+(x2Zk)+ (]2 k)+(zkx'0)+(zk.y' )+ (z k.2 k)

=xx' (0 +x )_/J(i’.j’) + yxi)(f.i') + yz’(]_’.j’) . o
+xz'(Lk)+yz (k) +zx' (kD) +zy' (k])+z2(kk)

=xxX'I7* +xy'0 +y x'0+y y'lljlI?
+x2z'0+yz0+zx'0+2zy'0+ ZZ’||E||2

=xx"+yy +z27

c.g.f.d.
[l =Vii=Jxxtyytzz=+x2+y?+22
c.g.f.d.

SiA (x) et B (;g) alors AB = ||A_B)||

= [ XB—XA
AB <ys—yA)
ZB—ZA

AB = \/(xB —x2)%+ (g —ya)* + (25 — z4)?%.

c.g.f.d.
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2. Le produit vectoriel
Définition
Soit E, un espace vectoriel de dimension 3.
Soit A: E X E — E telle que
e A est une application bilinéaire, ¢’est-a-dire respectant la condition suivante :
Pour tous vecteurs 1, ¥ et w et pour tout réel A :
UN@T+W)=UAV+UAW
@+WAU=VAU+WAU
QD) AD=UAN D) = AU A D).
e Pourtoutu, vetw:
1. Régle d’échange : (U A V). W = U. (VA W)
2. Formule du double produit : U A (D AW) = (U. W)V — (U. V)W.
Propriété

Soit 1 et v deux vecteurs de dimension 3.
lu A% = |[dlI*19]1* — (. 9)?
Démonstration
GABIE  =J@AD).@AD) = @AD).@AD)
=U(BA@EAD)) par le régle d’échange
=4 (@.9)u— @.Wv) parlaformule du double produit
U @ — @.0)v)
v2u% — (. 0)(U. V)
U?v? — (U.v)?
lll?||9]1* — (4. v)?

CcQFD
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Propriété
Soit U et ¥ deux vecteurs de dimension 3.
UANV =0 © U et ¥ sont colinéaires
Démonstration

On a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
[u. v| < [lullll?||

|u. v = ||[ulll|¥]] ssi u etV sont colinéaires.
Démonstration
Si UAD=0

alors || A D12 = ||E)215]|% — (@ )2
02 = [|d||2|IB]12 — (d. )2
0 = [|El2I15]|% - (4. D)?
@.9)% = ||7])2||]|?
- > — -
1. 9| = [la]|||3|l
e - - 7 .
uetvsont colmealres

Si U et U sont colinéaires
alors |u.v| = |[ulll|¥]|
@. )% = [lull*|1v]|*
0 = [lZll*lIv]|* — (1. v)?
lu A D|IZ = [lull®I9]]* — (4. v)?
JUAD|?=0
UNB=0.
CQFD
Propriété
Soit u et v deux vecteurs de dimension 3.
UND =—(VAU)
Démonstration

U+D)A@+7D)

I
I <

W+D)A@U+D) UANU+UAV+VAU+TAD
=UANV+ VAU
UAV+TVAU=0
UND=—(VAU)
CcQFD
Propriété

Soit U et ¥ deux vecteurs de dimension 3.
U A U est orthogonal a i et a v

Démonstration

GAD).B=U(BAD)=00=0
@AD).A=(—@AD).d=—(@AN).1%) =—(3.@AD) =—(8.0) =0
CQFD
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Propriété

Soit 7 et 7 deux vecteurs de dimension 3 tels que & # 0.
Soit u’ le projeté orthogonal de u sur .
Alors i A% = (i —u') AD.

Démonstration

— _/) - — ﬁ'ﬁ - - — - 17')"‘7 - - — -
(u—u)Av= U— =V | AV=UAV— = UAV=UAD

7]l (gl
CQFD
Propriété

Soit 7 et # deux vecteurs de dimension 3 tels que i = 0 et % # 0.
Alors, [l A 51| = [Iz1113]l sin(£(, )
Démonstration

— - — - - 2 — — 12 - — — - 2 — — 12 -
i A D)% = ”(u - u') A v| = ”u - u'” 1711? — ((u - u’).v) = ”u - u’” 17|

— - — . - o> 2 -
% A D112 = (1]l sin(2(@, D))" 1912
i A DI = (%17 sin(2 (@, %))
CQFD

Géomeétrie
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Propriété

Soient e; et e, deux vecteurs normé orthogonaux de dimension 3.
Soite; =e; Ae,.
Alors, la base (e, e,, e3) est orthonormale

e;Nes=¢f

esNef=¢e;.

Démonstration
&1l = lle; A&l = lleslllie;l sin(2(e7, €)= 1.1.sin (5) = 1

e est orthogonal a e;
e est orthogonal a e,
Donc, la base (e7, e5, e5) est orthonormale.

e hes =g A(e]Aey) = (&2.8)e) — (65.€7)e; = (€. 8)e; = &7

esAel = (—e)Ne; = (—e) A6/ Aey) = ((—ep)-ez)er — ((—ep).e))e; = —((—ep).e))e; = &;
CQFD
Propriété
Soient e; et e, deux vecteurs normé orthogonaux de dimension 3.
Soite; = —(e; Aey).
Alors, la base (e, e,, e3) est orthonormale

—(e;Ne3) =ef
—(esNe) =e;.

Démonstration
llesll = ll-(e; Al = lle; Ae,ll =1

e; est orthogonal a e]
e est orthogonal a e,
Donc, la base (e7, e5, e5) est orthonormale.

—@GAE) = (G A-EAE) =G AEGAE) =&
~@AE) = —((a)AG) =~ (DA (-E ) = () A @ AT) = &
cQFD

Géomeétrie
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Définition
(0;77, E) un repére orthonormé direct
Ssi
(0;1,7, k) un repére orthonormé et INf=k.

(0; 1,7, E) un repére orthonormé indirect
ssi
(0;17, E) un repére orthonormé et IAN]=—k.

Propriété

Soient (7,7, k) une base orthonormale directe.
Soient (x,y, z) les coordonnées du vecteur u dans cette base.
Soient (x',y',z") les coordonnées du vecteur ¥ dans cette base.

Alors les coordonnées de 1 A ¥ dans cette base sont: (yz' —zy';zx' —xz';xy' — y x').

Si la base est orthonormale indirecte, les coordonnées de u A ¥ sont
—(yz' —zy;zx' —xz';xy' —yx).
Démonstration
Ui=xl+yj+zk
b=x'1+yj+2k
A =(xT+y]+zk)A(XT+y j+2k)
=xx'CAD +xy' CAD +x2' (TA E) +yx'GAD +yy' GAD +y2' (T A E)
+zx’(E AT) + zy’(E AT) + zz’(E A E)
xy' @A]) +xz'(TA E) +yx'GAD +yz' (A E) + zx’(E AT) + Zy’(l_c) AT)
= (yz' — zy') (fA E) — (xz' — zx") (E A ?) + (xy' —yx"Y@AA))
=@z —zy)(GA E) + (zx' — xz’)(E AD) + (xy' = yxX DT AD).
Si la base est directe:
UND = (yz' —zy )T+ (zx' —x2')]+ (xy' — yx)k.
Si la base est indirecte:
UAND = —(yz' —zy )Wl — (zx’ —x2")] — (xy' — yx’)l?.
CQFD

4

<l

Géomeétrie
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Propriété

Soit U et v deux vecteurs de dimension 3.
Soit 7, la rotation d’axe (0,1) et d’angle y.
Soit 7, la rotation d’axe (0,]) et d’angle y.

Soit 7, la rotation d’axe (0, E) et d’angle y.

Alors :
Tx(ﬁ AV) = rx(ﬁ) A rx(ﬁ)
r,(UAV) =1,0) Ar,(¥)
r,(U AD) = 1,(W) A1, (D).
Démonstration

Soient (0,7,7, k) un repére orthonormal direct.
Soient (x,y, z) les coordonnées du vecteur i dans ce repeére.
Soient (x',y',z") les coordonnées du vecteur ¥ dans ce repeére.

yz' —zy'
UAV| zx' —xz'
xy' —yx'
1 0 0 yz —zy yz —zy
r,(UAY) = (O cosy -— Siny> 2 —xz | =| (2 —xz) cosy — (xy' — yx') siny
0 siny cosy / \xy —yx' (zx' — xz ) siny + (xy — yx') cosy’

1 0 0 x 1 0 0 x'
(W) A1 (D) = (0 cosy —sin y) <y> A (0 cosy —sin y) y'
0 siny cosy/ ‘\z 0 siny cosy 7
X x'
(W) A1 (D) = <y cosy — zsin )/) Al ¥ cosy —z'siny
ysiny + zcosy y'siny + z' cosy
(ycosy — zsiny)(y'siny + z' cosy) — (ysiny + zcosy)(y' cosy — z' siny)
(@) AT (V) = (ysiny + zcosy)x’ — x(y'siny + z' cosy)
x(y' cosy — z'siny) — (ycosy — zsiny)x’
yy' cosy siny + yz' cos’y — zy' sin’ y — zz' siny cosy — yy' siny cosy + yz' sin’y — zy' cos’ y + zz' siny cosy
= (ysiny + zcosy)x — x(y' siny + 2" cosy)
x(y' cosy — z'siny) — (ycosy — zsiny)x’
yz' cos®y — zy' sin®y + yz' sin®y — zy' cos® y
=| (ysiny+zcosy)x —x(y'siny + 2z’ cosy)
x(y' cosy — z'siny) — (ycosy — zsiny)x’'
yz' —zy'
= | (ysiny + zcosy)x — x(y' siny + 2z’ cosy)
x(y' cosy — z'siny) — (ycosy — zsiny)x’'
re@AY) =1, A (V)

12
Géomeétrie



cosy 0 siny\ [yz —zy (yz —zy) cosy + (xy — yx') siny
> Zx' — xz’ = zx’ - xz’

rz(l_i/\v_})z( 0 1 0

—siny 0 cosy/ \xy —yx' —(yzl - Zy') siny + (xy’ - yx’) cosy

cosy 0 siny\ ,x cosy 0 siny\ [x'
ry(ﬁ)Ary(ﬁ)=< 0 1 0 )(y)A( 0 1 0 ) y'
—siny 0 cosy/ ‘\z —siny 0 cosy/ \ 7
xcosy + zsiny x' cosy + z'siny
r, (@) A1, (V) = ( y ) A y'
—xsiny + zcosy —x'siny + z' cosy
y(=x'siny + z' cosy) — (—x siny + zcosy)y’
r, (W) A1, (D) = | (—xsiny + zcosy)(x'cosy + z'siny) — (x cosy + zsiny)(—x'siny + z' cosy)
(x cosy + zsiny)y' — y(x' cosy + z'siny)
y(=x'siny + z' cosy) — (—x siny + zcosy)y’
= | —xx'cosysiny — xz'sin?y + zx’ cos? y + zz' siny cosy + xx’ siny cosy — xz’ cos? y + zx' sin’y — zz'siny cosy
(x cosy + zsiny)y' — y(x' cosy + z'siny)
y(=x'siny + z' cosy) — (—x siny + zcosy)y’
=| —xz'sin’y + zx' cos?y — xz' cos?y + zx' sin?y
(x cosy + zsiny)y' — y(x' cosy + z'siny)
y(=x'siny + z' cosy) — (—x siny + zcosy)y’
= —xz' + zx'
(xcosy + zsiny)y' — y(x' cosy + z'siny)
r,Av) =r,) Ar,®)

cosy —siny O\ [yz —zy (yz —zy) cosy — (zx — xz) siny
r,(uAD) = (siny cosy 0) zx —xz | =| (yZz —zy)siny + (zx — xz ) cosy
0 0 UV \xy - yx' xy — yx'
cosy —siny 0\ ,x cosy —siny 0\ [/x'
r,(W) Ar,(V) = (siny cosy 0) <y> A <siny cosy 0) y'
0 0 1/ 2z 0 0 1/ \7

xCosy — ysiny x' cosy —y'siny
@) A1, (V) = (x siny + y cos y> A\ x'siny +y' cosy
z 7
(xsiny + ycosy)z' — z(x'siny + y' cosy)
r,() A1, (V) = z(x' cosy — y'siny) — (x cosy — ysiny)z’'
(x cosy — ysiny)(x'siny + y' cosy) — (xsiny + y cosy)(x' cosy — y'siny)
(xsiny +ycosy)z' — z(x'siny + y' cosy)
< z(x' cosy — y'siny) — (x cosy — y siny)z’
xx' cosy siny + xy' cos?y — yx'sin? y — yy'siny cosy — xx'siny cosy + xy’ sin? y — yx' cos?y + yy'siny cosy
(xsiny +ycosy)z' —z(x'siny + y' cosy)
z(x'cosy —y'siny) — (xcosy — ysiny)z'
xy' cos?y — yx'sin?y + xy' sin?y — yx' cos?y
(xsiny +ycosy)z' —z(x'siny +y' cosy)
z(x'cosy —y'siny) — (xcosy — ysiny)z'
xy' — yx'
r,(@AY) =r,@) A1, (V)
CQFD

13
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3. Positions relatives de droites et de plans

Positions relatives de deux droites

Deux droites de I'espace sont soit coplanaires, soit non coplanaires.

Coplanaires {dans un méme plan)
d et d’paralleles

d et d'sécantes
d A

d’ /

T
I
|
| e
-

-
-
e
r

d et d’ont un point
d'intersection A.

d
dl

-
-
2
Vs

d et d’strictement
parallgles {pas de
point d'intersection).

d

z
-
-
-

d et d’confondues.

T
|

| 7
T

| A
| 7

gl o
'

gl
Aucun plan ne contient

d et d’ (pas de point
d'intersection).

Positions relatives d°une droite et d’un plan

Une droite et un plan de I'espace sont soit sécants, soit paralléles.

Sécants

)

u. hJ
1 -

d

P

/ o

det® ant un point
d'Intersection B.

. 4 / P

{pas de point d'Intersection).

Positions relatives de deux plans

Deux plans de I'espace sont soit sécants, soit paralléles.
Sécants

@ et 3 ont une droite

d’intersection d.

Géomeétrie

Paralléles

v

Paralléles
| :
P ; P
- 4 dale >
d et P strictement paralldles  d est contenue dans @.

7 £

P et Pstrictement paralléles
{pas de point d'intersection).

& ot ' confondus.

14



Exercice 1
Compléter le tableau suivant avec les mots Vrai et Faux.

d A d

| |

T
I
|
| PR AP
-
-
- e
) -

b e

(d) et (d") sont
coplanaires

(d) et (d") sont
sécantes

(@)//(d)

(d) est
strictement
paralléle 3 (d")

(d) et (d") sont
confondues

(@Nnd) = {}

(@N(d’) = {A}

(N’ = (d)

Exercice 2
Compléter le tableau suivant avec les mots Vrai et Faux.

I
\

d

-

|

A t

e g’ I
~

1

14

- R

Ay | A

(d) et (P) sont
sécants

(@N(P) = {B}

(d)//(P)

(d) est
strictement
parallele a (P)

DONP) =9

(@ c (P)

(@DNP) = (d)

Géomeétrie




Exercice 3

Compléter le tableau suivant avec les mots Vrai et Faux.

’ ) ] @’ 1 apr
N &G y 4 afl
b Y | A 7

%

(P) et (P)

sont sécants

@)NEH

= (d)

®P)//(P)

(P) est

strictement
paralléle 3 (P")

@PN@EP) =9

(P) et (P)
sont
confondues

@P)NEPH
=)

Solutions des exercices 1 a 3

Exercice 1

. d | /d
d: / dl E d i i P

: : d' : : ///

| EERE AR | [ O S I3

- P A S T

e - d |-
!
(d) et (fi ) sont Vrai Vrai Vrai Faux
coplanaires
(C,l) et (d) sont Vrai Faux Faux Faux
sécantes
(d)//(@") Faux Vrai Vrai Faux
(d) est
strictement Faux Vrai Faux Faux
paralléle 3 (d")
(d) et (d') sont Faux Faux Vrai Faux
confondues
@n@) =1{} Faux Vrai Faux Vrai
(dyn(d") = {A} Vrai Faux Faux Faux
@n") =) Faux Faux Vrai Faux
16
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Exercice 2

d ; .
: \‘\‘ g, i gb :_-__ g

< % / - ; dz - 7
(C,l) et (P) sont Vrai Faux Faux
sécants
(dNP) = {B} Vrai Faux Faux
a)//(®) Faux Vrai Vrai
(d) est
strictement Faux Vrai Faux
paralléle a (P)
@an®) =0 Faux Vrai Faux
(d) c (P) Faux Faux Vrai
@nr) =) Faux Faux Vrai

Exercice 3
/ y | @
l/,:_.'__ y /: ,/" "7;

(F) Et,(:P ) Vrai Faux Faux
sont sécants
P)NEP) ,

Vrai Faux Faux
=(d)
P)//(>P) Faux Vrai Vrai
(P) est
strictement Faux Vrai Faux
parallele 3 (P")
@PnNFPH=o0 Faux Vrai Faux
(P) et (P")
sont Faux Faux Vrai
confondues
P)NP) ,

Faux Faux Vrai
=)

Géomeétrie
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4. Vecteur normal a un plan
Définition
Un vecteur est normal a un plan

SSI
il n’est pas égal au vecteur nul et il est orthogonal a deux vecteur non colinéaires du plan.

Propriété
Un vecteur normal a un plan est orthogonal a tous les vecteurs de ce plan.
Preuve :

Soit un plan ().
Soit 77 un vecteur normal a (P).
Soient i et ¥ tels que u et ¥ sont deux vecteurs du plan (P)
u et ¥ sont non colinéaires
U et 7 sont orthogonaux
U et 7 sont orthogonaux.
Soit w un vecteur quelcongue du plan (P).
Alors w = k u + 1 v pour un réel k et un réel L.
nw=n(ku+lV)=k@U)+1(1.?)=k0+10=0
w et 71 sont orthogonaux.

c.g.f.d.
Propriété
Soit un repére orthonormal (0; 7,7, k) de I’espace. Alors :
X4 a
Le plan () passant par A <yA> et admettant le vecteur 7 (b) comme vecteur normal a pour
Zy c

équation: ax + by +cz+ (—ax, — by, —czy) =0 .
Remarque : On dit que ax + by + cz + d = 0 est une équation cartésienne de ().

Preuve :

Soient un point M et des réels x, y et z tels que M (i)

zZ

M e (P) &  AM.@=0.

X=Xy
AM (y_}’A>.
Z — Zy

a
M e (P) (X—=Xa Y —Ya Z—ZA)<b>=0

=

c
= a(x —x4) +b(y—ys) +c(z—24) =0
= ax —axy +by—by,+cz—czy =0
s ax +by+cz—ax, — by, —czy =0.
(d)iax + by +cz+ (—axy — by, —czy) =0.

c.g.f.d.

Géomeétrie
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5. Equation cartésienne d'un plan

Exercice 1 — A faire avec le professeur

Soit un repere orthonormal direct (0; 1,7, k) de I’espace. Déterminer une équation cartésienne pour

chaque plan suivant.

0
b) Le plan () qui passe par le point A ( 2

-2

-3
c) Le plan () qui passe par le point A ( 2
0

OK = k.

-2
d) Le plan () qui passe par le point A ( 0
1
2x+3y—4z+3=0.
1

e) Le plan (P) qui passe par le point A ( 2
-2
Exercice 2 (facultatif)

1
a) Le plan () qui passe par les points A ( 0
—6

2
) et de vecteur normal 7 (—2).

po(s)ee()

1

) et qui est paralléle au plan (0JK) ol O] = J et
) et qui est parall¢le au plan d’équation

) et de vecteur normal 7 = 37 + 4] — 2k.

Soit un repére orthonormal direct (0; 1,7 k) de I’espace. Déterminer une équation cartésienne pour

chaque plan suivant.
1
a) Le plan () qui passe par les points A (1
0
-2
b) Le plan () qui passe par le point A ( 0
1
-2
c) Leplan () qui passe par le point A ( 0
1

—

0j =J.

Exercice 3 (facultatif)

-1 4
,B(_l)etc( : )
2 -2
—4
et de vecteur normal ﬁ( 1 )

0

et qui est paralléle au plan (0I]) ou 0l =Tet

Soit un repére orthonormal direct (0; 7,7, E) de I’espace. Déterminer une équation cartésienne du plan

1 0 -1
() qui passe par les points A (—3), B (—1) etC (—3).
2 -1 -2

Géomeétrie
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Solutions des exercices 1 a 3
Exercice 1

-2—(1 -3 0—(1) -1 5-9 —4 2

a) AB| 1-(0) =<1>;R 1—(0) =<1>;EAR —(-15-(-9) =<6>=—2<—3>;
3—(—6) 9 —1-(—6) 5 —3—(-1) -2 1

(P)2x—3y+z+d=0;CE(P)=20)-3D)+(-1)+d=02d=4;(P):2x—3y+2z+4=0.

b) (P)2x—-2y+z+6=0

¢) (P):x+3=0

d) (P):2x+3y—4z+8=0

e) (P)3x+4y—-2z—-15=0.

Exercice 2

a) (P)3x—y+2z-2=0

by (P):—4x+y—-8=0

) (Prz—-1=0

Exercice 3
P):—4x+y+2z+3=0

20
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6. Représentation paramétrique d’une droite

Soit un repére (0;7,7,k) de I’espace.

X4 Xy
Soit une droite (d) passant par le point A <YA> et de vecteur directeur u ()’ﬁ’).
Zy Zy

X
Soit le point M (y)
Z
M € (d) ssi dkeRtelque AM = k1
X — X4 Xz
Ssi dk € Rtel que <y - J’A> =k <y17>
Z — Zy VAYS
X — x4 = kxg
SSi dk € Rtel que {y —y4 =kyg
z—2z4 =kzy
X = x4+ kxy
SSi Jk € R tel que {y =y, + kyz
zZ =12z, +kzy

Yy =ya+kyy ,k € R estune représentation paramétrique de la droite (d).
z =12z, +kzy
C'est comme une usine a points: chaque k va produire les coordonnées d'un point de la droite (d).
X = x4 + kxg
On note (d): {y =y, +ky; ,k €R
z=2z4+kzy
Une droite a une infinité d'équations paramétriques:
i. alaplace du point A, on peut prendre n'importe quel autre point de la droite (d);
ii.  alaplace du vecteur directeur i, on peut prendre n'importe quel autre vecteur directeur de la

droite (d).

{x = x4 + kxy

Géomeétrie
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Exercice 1

Soit un repéere (0; 1,7 E) de I’espace. Déterminer une équation paramétrique pour chaque droite
suivante.

1 4
a) Ladroite qui passe par les points A ( 2 ) et B (3)
-5 0
1

b) Ladroite (h) qui passe par A ( 2 > et qui est paralléle a I'axe (0; 7).
=5

_1 .
¢) Ladroite (t) qui passe par C —2) et qui est paralléle a I'axe (0; k).

0

-1
d) La droite (p) qui passe par C <—2) et qui est parallele & une droite admettant comme vecteur

0

-2
directeur le vecteur de coordonnées ( 0 )

3
e) L'axe des abscisses c'est-a-dire la droite (0; 7).

f) L'axe des ordonnées c'est-a-dire la droite (0; ).
g) Ladroite (0;k).
3
h) La droite (s) qui passe par D <—2> et qui est parallele a une droite admettant comme vecteur
1
directeur le vecteur 37 + 2] — 5k.

Exercice 2 (facultatif)

Soit un repére (0 L), l_c)) de I’espace. Déterminer une équation paramétrique pour chaque droite suivante.

-1 2
a) La droite qui passe par les points C (—2) etD (—4).

0 -1
1
b) La droite (v) qui passe par A ( 2 ) et qui est parallele a I'axe (0;)).
-5

22
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Solutions des exercices 1 et 2
Exercice 1

5

4—(D) 3 x =1+ 3k
a) E<3—(2)>=<1>;(AB):{ y=2+k
z=-5+5k

0—(=5)

=-1
=-2 L,keR
=k

X
y
z
x =k

e) jy=0 ,k€ER
z=0
x=0
0
k

,kER

Exercice 2

x=—-1+43k
a) (CD):{y:—Z—Zk ,kER

z=—-k
x=1

b) (v):{y=2+k JkER
z=-=5

Géomeétrie

x=1+k
b) (h):{y=2 JkeR
z=-5
x=-1-2k
d) (p):{y:—z JkEeR
z =3k
x=0
f) {y=k ,k €R
zZ =
x =343k
h) (s):{y=—2+2k JkER
z=1-5k
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7. Représentation paramétrique d’un plan

Soit un repére (0;7,7,k) de I’espace.

Xa Xg X
Soit un plan () passant par le point A <J’A> et de vecteurs U ()’ﬂ) et v ()’a) non colinéaires.
Zy Zy Zy

X
Soit le pointM(y).
Z
M € (P) ssi. JkeER,IKER,AM = ki + k'D

X — Xy Xz X3
ssi 3k € R, 3k’ € R, <y - yA> =k <}’ﬁ> + k' <%7>
Z — Zy VATS VA

X —x, = kxg + k'xg
sSi Jk € R, k' € Ry —yq4 = kyz + k'yz
z—2z, =kzz + k'zz
X = x4 + kxg + k'xg
ssi JkeR, Ak’ ER, {y =y, + kyz + k'yz
z=2z,+kzy+ k'zg

x =xy4 + kxg + k'xz
y = y4+ kyz + k'y; estune représentation paramétrique du plan (P).
z=2z,+kzy+k'zg

C'est comme une usine & points: chaque couple (k, k") va produire les coordonnées d'un point du plan

).
x =xy + kxg + k'xz
Onnote (P):iy =y, +kyz +k'yz .k e R k' €R.
z=2z4+kzg+k'z
Un plan a une infinité d'équations paramétriques:
iii.  alaplace du point A, on peut prendre n'importe quel autre point du plan (P);

iv.  alaplace des vecteurs u et ¥, on peut prendre n'importe quel autre couple de vecteurs non

colinéaires du plan ().

Géomeétrie

24



Exercice 1(facultatif)

Soit un repéere (0 ;L7 E) de I’espace. Déterminer une équation paramétrique du plan (P) passant par

1 2 0
le point A( 2 ) et de vecteurs non colinéaires U (—1) et 1'5( 1 )

=5 3 -2
Solutions de I’exercices 1
x =1+ 2k

(P):

y=2—-k +k ,keRKER
z = -5+ 3k -2k’

Géomeétrie
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8. Le projeté orthogonal d’un point sur un plan

Définition
Le point A est le projeté orthogonal du point 4 sur le plan (P)
si, et seulement si, AA' est un vecteur normal a (P) et A’ € (P)
ou

Ae(P)etA=A".

CAS1: A & (P)

CAS2: A € (P)

Définition
Soit un point A et un plan (P).

Alors, d(A, (?)) = la distance entre le point 4 et le plan (P) = la distance entre le point A et le projeté
orthogonal du point A sur le plan (P).

Propriété
Soit un repére orhonormal.
Soit un point A(x4; V4; Z4) etun plan (P):ax + by + cz+d = 0.

_ |axA+b yA+CZA+d|
Alors, d(A, (P)) = JaZibZtc2

Géomeétrie



Exercice 1

«» Baccalauréat S Métropole 21 juin 2011 ev

EXERCICE 4
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

L'espace est muni d'un repére orthonormal (O, te v k )

Partie A — Restitution organisée de connaissances

On désigne par & le plan d’'équation ax + by + cz +d =0 et par M le point de co-
ordonnées (xo ; ¥o; Z0). On appelle H le projeté orthogonal du point M sur le plan
.

On suppose conniie la propriété suivante :

Propriété : Le vecteur n=ar + b? + ck estun vecteur normal au plan &2.
Le but de cette partie est de démontrer que la distance d (M, &) du point My au
plan £, c'est-a-dire la distance My H, est telle que

|ax0+by0+czo+d|
va?+b?+c?

1. Justifier que |Z ~M0H| = MyHV a® + b? + c2.

a (Mo, &) =

2. Démontrer que n- MyH =—-axy—byy—czy—4d.
3. Conclure.

Exercice 2

—

L’espace est muni d’un repére orthonormal (0 ;L7 k).
Calculer la distance du point A au plan (P).
a) A(1;-2;3)et(P):2x+3y—2z—4=0
b) A(0;—-2;4)et(P):—2x+4y—-3z+1=0
) A(1;—2:3) et (P): 2x —z—4=0
d) A(2;0;0) et (P):—x +2z4+43=0
e) A(3;1;-2)et (P):2x—3y+z+3=0.
Solution

a) d(4,@)="21
b) d(4,(P)) =22
) d(4,P)=+5
d) d(a,@) =2
o) d(a,P) =22

Géomeétrie
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Exercice 3

L’espace est muni d’un repére orthonormal (0 L7, E)
Soit la sphére () de rayon 4 et de centre 1(3; —2; 0).
Soitlesplans (P):z+4=0
Py)):—x—3y+2z+1=0
(P3):—x—-3y+2z+24=0.
a) Déterminer une équation de la sphére ().

b) Déterminer la position relative de la sphere (§) et du plan (P;).
c) Déterminer la position relative de la sphére (§) et du plan (P,).
d) Déterminer la position relative de la sphéere (§) et du plan (Ps).

Solution
a) (8):(x—3)?%+w+2)?%+2z%=16.
b) d(1,(Py)) =4; (P,) est tangent a ().
c) d(I,(P)) <4; (P,) et (S) sont sécants.
d) d(I,(Ps)) > 4; (Ps) est extérieur a (S).

Exercice 4

L’espace est rapporté a un repere orthonormal (0; 1,7, E)
Le point I a pour coordonnées (x;; y;; z;).

Le plan () a pour équationax+by+cz+d = 0.
1¢(P).

Déterminer une équation de la sphere (§) de centre I et tangente a (P).

Solution

S):lx—x)*+ -y +(@z—z) =17
lax; + by +cz +d|

va?z + b? + c?

avecr =

Géomeétrie
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Exercice 5

Soient deux vecteurs u et v.
Prouvez que I’aire du parallélogramme déterminé par U et ¥ = ||U A V]| .

Solution
A = |[@||||B]l sin(2 (@, 1))
A = |[u AV
c.g.f.d.

Exercice 6

Soient deux vecteurs u et v.
Prouvez que :

o WA = l[und
o |[vAull=I[luny
e [[Un@W+V)| = |[und
Solution
I A (=D = [I-@ADI = [d ADl
oAUl = [[-@ADI = ldAD
A G+ DI = 1@ AD) + @AD) =0+ @AD)| = lli Aol
c.g.f.d.
Exercice 7

Soit trois vecteurs u, v et w.

Prouvez que le volume du parallélépipéde déterminé par u, v et W = |(u A v).w]| .

Solution
V= |luAv |w’|| ol w' est le projeté orthogonal du vecteur w sur le vecteur i A U
V=|(unv).wl
c.g.f.d.
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Exercice 8

L’espace est muni d’un repére orthonormal direct (0 L7, E)
Soient les points 4, B, C et D.

1) Déterminer les coordonnées du vecteur 4B A AC.

2) Calculer I’aire du triangle ABC.

3) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
4) En déduire la distance du point D au plan (ABC).

5) Déduire le volume du tétraédre ABCD en unités de volume et ensuite en cm3.

aire_de_la_base_ABC xd(D,(ABC))
3 .

Remarque : volume_du_tétraedre_ABCD =

a) A(1;—2;3);B(1;2;-3);C(0;1;-2) ; D(2;4; -3).
Unités graphiques : 2 cm.

b) A(2;1;-2);B(—2;3;4),C(2;3;-2);D(0;0; —1).
Unités graphiques : 0,5 cm.

¢) A(-1;2;4);B(0;0;0);C(1;1,-2) ; D(2;1; -3).
Unités graphiques : 4 cm.

Solutions

1) AB<4>;AC<3>;ABAAC<6>
-6 -5 4

|[ABAAC||

2)  Aupc = > =14
3) (ABC):—x+3y+2z+1=0
4) d(p,(4BC)) = 21

14
5) VABCD

a)

Sapcxd(D,(ABC)) _ 5 _ 5 5 40
= 2ABC (3 )=§=§u.v.=§(2cm)3 = cm’

(A /0 /12
1) AB<2>;AC<2> ;ABAAC( 0 )
6/ \o -8
2) Auge =L = o713
3) (ABC):3x+2z—2=0

4) d(D,(ABC)) = %_3

8 8 1
V = -= - . A
5) Vagcen ST Suv.=cm

1) 4B (-2) L AC (-1) : AB NAC (—2)
—4 -6 3

G
2) Awppc=—F— =

3) (ABC):8x—2y+32z=0
4) d(D,(4BC)) =27
5_ 5 160 4

5 PV =-=-u.v.=—cm
) Vascop Pl 3

b)

3

Géomeétrie
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Exercice 9

L’espace est muni d’un repére orthonormal direct (0 L7, E)

Calculer le volume du parallélépipéde ABCDEFGH en unités de volume et ensuite en cm3.

a) A(1;-2;3);B(1;,2;,-3);D(0;1;,-2); E(2;4;-3).
Unités graphiques : 3 cm.

b) A(2;1;-2);B(-2;3;4);D(2;3;-2) ; E(3;0; —1).
Unités graphiques : 0,5 cm.

¢) A(-1;2;4);B(0;0;0);D(1;1;-2) ; E(2;1; —6).
Unités graphiques : 5 cm.

Solutions

2
a) VABCDEFGH = |(A_B)/\ﬁ)ﬁl,ﬁ/\AD< ) AE( ) VABCDEFGH - 10 - 270 cm .
6
2

Or—\

1
— —_—\ — JRN—Y 5
b) Vapcpereu = |(AB A 4D).4E|; ABAAD( ) AE( ) Vapcperon = 20 = em®

8

oo |

C) VABCDEFGH = |(A—B)/\E)ﬁ|, A—B)/\AD< 2 ,AE( ) VABCDEFGH - 4 = 500 Cm3.

3

Géomeétrie

31



9. Position relative de deux droites

Propriétés

Soit (D) et (D’) deux droites.
Alors :
U est un vecteur directeur de (D)

o (D)//(®) e 3(Uu),{ estun vecteur directeur de (D)

_
U et u’ sont colinéaires

U est un vecteur directeur de (D)

e (D)et (D) sontorthogonales & EI(G, ?), u’ est un vecteur directeur de (D).

U et u’ sont orthogonaux
Méthode

Soit U et ¥ deux vecteurs directeurs respectivement des droites (D) et (D').
1) Siu et ¥ sont colinéaires, alors (D) et (D') sont paralléles.
On détermine un point 4 € (D).
a) Sid € (D), alors (D) = (D).
b) SiA & (D), alors (D) est strictement paralléle a (D).
2) Siu.v¥ =0, alors (D) et (D) sont orthogonales.
a) Si(D)nN D) +#0,alors (D) L (D).
b) Si (D) N (D) = 0, alors (D) et (D) sont orthogonales et non sécantes.
3) Siu et ¥ ne sont pas colinéaires et u. v # 0.
a) Si(D)N (D) +0,alors (D) et (D) sont sécantes et non perpendiculaires.

b) Si (D) N (D) = 0, alors (D) et (D) sont non sécantes, non orthogonales et non paralléles.

1) a) 1) b) D
D =_®/I/// ?@I
D

2a D 2)b) |

o |

: D’
3)a) D 3)b) D
D
7 4 @’

Géomeétrie
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Angle de deux droites
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Exercice 1 - Position relative de la droite (D) par rapport a la droite (D)

L‘espace est rapporté a un repére orthonormal (0; 1,7, E)

a)

b)

c)

d)

f)

x=1+2t x=—-5—4k
(@®){y=-2-3t outeR et @D){y=7+6k ouk € R.
z=—-1—-t z=2+2k

1) Prouver que (D) // (D).

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant a la droite (D) et appeler ce point B.

3) Le point B, appartient-il a la droite (D) ?

4) Déduire des questions précédentes si les droites (D) et (D") sont confondues ou strictement

paralleles.
x=1+2t x=—-1—-4k
(D):jy=-2—-3t outeR et (@D)jy=11+6k ouk € R.
z=-1-t z=6+2k

1) Prouver que (D) // (D).

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant a la droite (D) et appeler ce point B.

3) Le point B, appartient-il a la droite (D") ?

4) Déduire des questions précédentes si les droites (D) et (D") sont confondues ou strictement

paralleles.
x=6+t x=2-k
®):jy=-7+t outeR et (D'):{y=1+2k ouk € R.
z=—4—-t z=k

1) Prouver que (D) est orthogonale a (D’).
2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A des droites (D) et (D’).

3) Est-ce que (D) est perpendiculaire a (D) ?

XxX=6+t x=—-1—-k
(CD):{y=—7+t out€€R et (@’):{y=—2+2k ouk € R.
z=—-4—t z=-3+k

1) Prouver que (D) est orthogonale a (D’).
2) Prouver que (D) et (D’) n’ont pas de point d’intersection.

3) Est-ce que (D) est perpendiculaire a (D') ?

x=2-3t x =9+ 2k
(CD):{ y=1+t outeR et (fD'):{y=4-+2k ouk €R
z=-3+2t z=-7-k

1) Prouver que (D) n’est pas paralléle a (D).

2) Prouver que (D) nest pas orthogonale a (D).

3) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A des droites (D) et (D’).
4) Est-ce que (D) est sécante a (D).

x=1+2t x=2—-k
@®):{y=-2-3t outeR et @D)jy=1+2k ouk€eR
z=-1-t z=k

1) Prouver que (D) n’est pas paralléle a (D).
2) Prouver que (D) nest pas orthogonale a (D).
3) Prouver que (D) n'est pas sécante a (D’).

Géomeétrie
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Exercice 2

L‘espace est rapporté a un repére orthonormal (0; 1,7, E)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

x =10+ 4t x=4-2k
(®):jy=-9-3t outeR e @)jy=-5+2k ouk € R.
z=5+2t z=—-6+"7k
1) Prouver que (D) est orthogonale a (D’).
2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A des droites (D) et (D’).
3) Est-ce que (D) est perpendiculaire a (D) ?
x=—-2+43t X = —6k
(D):{y=3+4t outeR et @){y=2-8k ouk € R.
z=2-—2t z=-1+4k

1)
2)
3)
4)

Prouver que (D) // (D).

Donner les coordonnées d’un point appartenant a la droite (D) et appeler ce point B.

Le point B, appartient-il a la droite (D) ?

Déduire des questions précédentes si les droites (D) et (D') sont confondues ou strictement
paralléles.

x =10 + 4t X = —2k

(fD):{y=—9—3t out €R et (D'):{y:2—8k ouk € R.

z=5+4+2t z=—-1+4k

1) Prouver que (D) n’est pas parallele a (D).
2) Prouver que (D) nest pas orthogonale a (D).
3) Prouver que (D) n'est pas sécante a (D).

x=-2+2t x=—-8+4 6k
®):{y =3 outeR et @){y=3 ouk € R.

z=4—t z=7-3k
1) Prouver que (D) // (D).
2) Donner les coordonnées d’un point appartenant a la droite (D) et appeler ce point B.
3) Le point B, appartient-il a la droite (D") ?
4) Déduire des questions précédentes si les droites (D) et (D') sont confondues ou strictement

paralléles.

x=1+4+2t x=-142k
(®):jy=—-2+4+4t outeR et (D’):{y=—3—k ouk €R

z=2+3t z=2
1) Prouver que (D) est orthogonale a (D’).
2) Prouver que (D) et (D') n’ont pas de point d’intersection.
3) Est-ce que (D) est perpendiculaire a (D) ?

x=4+2t x=-2-2k
('D):{y= 6+3t outeR et (D’):{y: —-1-2k ouke€eR.

z=-3+t z=2+4+3k

1)
2)
3)
4)

Prouver que (D) n’est pas parallele a (D).

Prouver que (D) n’est pas orthogonale a (D’).

Déterminer les coordonnées du point d’intersection A des droites (D) et (D).
Est-ce que (D) est sécante a (D’).
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Solution de I’exercice 1

x=1+42t x=-5—-4k
a) D):jy=-2—-3t outeR et (@){y=7+6k ouk € R.
z=—-1—-t z=2+2k
1) Prouvons que (D) // (D).
2
Soit le vecteur U (—3). U est un vecteur directeur de (D).
-1
— _4 —_—
Soit le vecteur u’ ( 6 ) u' est un vecteur directeur de (D).
2
x(—=2)
2\— /-4
-2
-1/ x(=2) \ 2
—
U et ;') sont colinéaires car ;’) =—-21U.

1)

2)

4)

Donc, (D) // (D).

Prouvons que (D) // (D') en calculant 'angle a entre les deux droites.
.1
COS X = —=n
||
[i.v| = 1(2)(=4) + (=3)(6) + (-1)(2)| = |-8 — 18 — 2| = |—28| = 28

lill = /(22 + (=3)2+ ()2 =V4+9 + 1 =14

7] = V(=97 + (6)% + (2)2 = V16 + 36 + & = V56 = V414 = 2V14
3 28 28
COS = — =
Jit2vid 28
x= (°

Donc, (D) // (D).

B(1;-2;-1)
Est-ceque B € (D) ?
Pour que B appartienne a (D), ilfautquel = -5—-4k o4k =-6k = _?3

-a(2)

Avec k = _73, I'équation de (D") nous donne le point de coordonnées| 7 + 6 (_—3

2+2(‘—3

Ce sont les coordonnées du point B.
Donc, B € (D).
Ona: ®// @)
B e (D)
Be (D).
Conclusion : (D) et (D') sont confondues.
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Remarque :
Analysons l'intersection des droites (D) et (D).
Soient k et t des réels.

1+ 2t
Soit un pointM(—Z—Bt).ME(CD).
—1-t
—5—4k
Soit un pointP( 7 + 6k ).PE(@’).
2+ 2k
1+4+2t=-5-4k 1+ 2(-3—-2k)=-5—-4k —5—4k =-5-4k
M=P@{—2—3t:7+6k=>{—2—3(—3—2k):7+6k<:> 7+ 6k =7 + 6k
—1—-t=2+42k —3-2k=t t=-3-2k
VRAI
S VRAI s t=-3-—2k.
t=-3-2k

Il y a une infinité de point d’intersection.
Donc, (D) et (D) sont confondues.

x=1+72t x=-1—4k
b) (®)jy=-2-3t outeR e @)jy=11+6k ouk € R.
z=-1—-t z=6+2k

1) Prouvons que (D) // (D)
Comme a I'exercice a).
Donc, (D) // (D).

2) B(1;-2;-1)
3) EstcequeB € (D)?
Pour que B appartienne a (D'), il fautque 1 = —1 — 4k © 4k = —2 ok=—
1
: \
Aveck = _71, I'équation de (D) nous donne le point de coordonnées kll + 6 21 )

6+2(2

Ce ne sont pas les coordonnées du point B.
Donc, B ¢ (D).
4) Ona: (D) // (D)
B € (D)
B ¢ (D).
Conclusion : (D) et (D) sont strictement paralléle.
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xX=6+t =
c) (fD):{y=—7+t outeR et (CD’):[y=1+2k ouk € R.
z=—-4—-1¢

1) Prouvons que (D) est orthogonale a (D') .
1
Soit le vecteur TZ( 1 ) U est un vecteur directeur de (D).
-1
— _1 —
Soit le vecteur u’[ 2 |. u’ est un vecteur directeur de (D).
1
tu=DOFED+OL@+ED@ =0
Dong, U et u'sont orthogonaux .
Donc, (D) est orthogonale a (D).

1) Prouvons que (D) est orthogonale a (D') en calculant I'angle a entre les deux droites.

i
COS X = —_,,
il |||
0
COS X = _)—_,, =0
||
x= 9(0°

Donc, (D) est orthogonale a (D).

2) Déterminons les coordonnées du point d’intersection A des droites (D) et (D).
Soient k et t des réels.

6+t
Soit un point M <—7 + t). M € (D).
—4—t
2—k
Soit un point P (1 + 2k>. P € (D).
k
6+t=2—k 6+t=2—(—4—10) 6+t=6+t
M=P(:>{—7+t=1+2k<:> —7+t=14+2(-4—-t) =\ 7+t=-7—-12t
_6}_16:]( —4—t=k —4—-t=k
= VRAI
(:){ t=0 (:){tzo @{kt___o4.
—-4—-0)=k —4=k -

A(6;-7;-4).

3) D) L®@).
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x=6+t x=-1—k
d D):jy=-7+t outeR et @){y=-2+2k oukeR
7=_—4_t z=-3+k

1) Prouvons que (D) est orthogonale a (D') .
Comme I'exercice c).
Dongc, (D) est orthogonale a (D').

2) Prouvons que les droites (D) et (D’) n’ont pas de point d’intersection.
Soient k et t des réels.

6+t
Soit un pointM<—7+t>.M€(®).
—4 -t
-1-k
Soit un pointP(—2+2k>.PE ®@.
—-3+k
6+t=-1—k t=-7—-k t=-7—-k
M=P©{—7+t=—2+2k®{—7+(—7—k)=—2+2k e{-14—k=-2+2k
—4—t=-3+k —4—(-7—-k)=-3+k 3+k=-3+k

t=-7—k t=-7—k

©1-12=3k &1 —-4=k < FAUX.
6=0 FAUX

Par conséquent, (D) et (D’) n’ont pas de point d’intersection.

3) (D) et (D) ne sont pas perpendiculaires.

x=2-3t x =942k
e) D)y y=1+t¢t out €R et (D):jy=4+2k ouk €R
z=-3+2t z=-7—k
1) Prouvons que (D) n’est pas paralléle a (D).
-3
Soit le vecteur iZ( 1 ) U est un vecteur directeur de (D).
2

2
Soit le vecteur u’ < 2 ) u’ est un vecteur directeur de (D).
-1

-3\ — /2
1|2 2
2 -1\ \—1
«(3)
—5
i et u ne sont pas colinéaires.
(D) n'est pas paralléle a (D).

2) Prouvons que (D) n’est pas orthogonale a (D').
uu =-3)Q+1RA+R@)(-1)=-6+#0
Donc, U et u’ ne sont pas orthogonaux .

Donc, (D) n'est pas orthogonale a (D).
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3)

Remarque :

Prouvons que (D) et (D') ne sont ni paralléles ni orthogonales en calculant I'angle & entre les deux

droites.
u.u'

—

1l = (=32 + (D7 + (22 =9 + L + 4 =14
W] = V@2 + @2+ (D2 =Va+4+1=9=3
6 2 2V14 V14

Vid 3 Jid 14 7
V14

X= arccos ——
7

COS X =

o=~ 58° au degré pres
Donc, (D) et (D') ne sont ni paralléles ni orthogonales.

Déterminons les coordonnées du point d’intersection A des droites (D) et (D).
Soient k et t des réels.
2—3t
Soit un pointM< 1+t ) M e (D).
—34+2t
9+ 2k
Soit un point P (4 + 2k>. P e (D).
—-7—k
2—-3t=9+4+2k 2—-3t=9+4+2(-2t—4) 2—-3t=1-4t
M=P<:>{ 1+t=4+2k <:>{ 1+t=4+2k ®§1 t=4+2k
—34+2t=-7—-k k=-2t—4 k=-2t—4
t=-1 t=-1 t=-1 —_q
@{1+(—1)=4+2k@{—4=2k@{k=—24:){;;:_2
k=-2(-1)—4 k=-2 (k=-2 o
A(5;0;-5).

4) (D) et (D') sont sécantes.
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x=1+4+2t x=2—-k
f) (fD):{yz—Z—Bt out €R et (@'):[y=1+2k ouk € R.
z=-1-t z=k

1) Prouvons que (D) et (D') ne sont pas paralléles.
2
Soit le vecteur U (—3). U est un vecteur directeur de (D).
-1
— _1 —
Soit le vecteur u’[ 2 |. u’ est un vecteur directeur de (D).
1

X(=1)
—

U et u' ne sont pas colinéaires.
(D) n'est pas paralléle a (D).

2) Prouvons que (D) n’est pas orthogonale a (D') .
T4 =D+ D@+ (D) =-9#0
Donc, U et w ne sont pas orthogonaux .

Donc, (D) n'est pas orthogonale a (D).

3) Prouvons que (D) n’est pas sécante a (D').
Soient k et t des réels.
142t
Soit le point M (—2 — 3t). M € (D).
—1—t
2—k
Soit le point P (1 + 2k>. P € (D).
k

—2-3t=1+2k
—1-t=k

14+2t=2—-k {1+2t=2—(—1—t) {1+2t=3+t
(=1

M=P®,{—2—3t=1+2k®

—1-t=k —1-t=k

t=2 t=2 t=2 t=2
(:){—2—3(2)=1+2k @{—8:1+2k @{—9:2k @{—4,5=k
k=-3

-1-2)=k -3=k k=-3

t=2 t=2
(:){—4,5=k (:){—4,5:]( o FAUX .
—45=-3 FAUX

Il n’y a pas de point d’intersection.
Par conséquent, (D) n’est pas sécante a (D').

Solution de I’exercice 2

a) 2)A(2;-3;1)3) (D) 1L (D).

b) 2)B(—2;3;2)3)B & (D) 4) (D) est strictement paralléle a (D)
c)

d) 2)B(—2;3;4)3)B € (D) 4) (D) et (D) sont confondues

e) 3) (D) et (D) ne sont pas perpendiculaires.

f) 3)A(2;3;—4);4) (D) et (D) son sécantes.
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10.Position relative de deux plans
Propriétés
Soit (P) et (P') deux plans de I'espace.

Alors :
1 est un vecteur normal de (P)

e P/(@P) & 13 (ﬁ. r_17) ,4 1 est un vecteur normal de (P")

-
1 et n’ sont colinéaires

1 est un vecteur normal de (P)
e (PHL(P) & 1 (ﬁ, H’)) , 1’ est un vecteur normal de ®.

n et n’ sont orthogonaux

Méthode

Soit 7i et 7’ deux vecteurs normaux respectivement aux plans (P) et (P").
1) Si7i et n’ sont colinéaires, alors (P) // (P").

On détermine un point A € (P).

a) Sid e (P),alors (P) = (P).

b) SiA & (P'), alors (P) est strictement paralléle 3 (P').
2) Si o= 0, alors (P) L (P").

3) Si7ietn' nesont pas colinéaires et7i.n’ # 0, alors (P) et (P') sont sécants et non perpendiculaires.
1) a) T
&'

/ Yaul

1) b) /I\
N
n

2)

P=

Angle de deux plans

Définition
Lespace est rapporté a un repére orthonormal (0;7,7, k).
Soit un plan () de vecteur normal 75 et un plan (P") de vecteur normal 7i,/ .
|fip.ip]

L’angle entre le plan (P) et un plan (P") = arccos ——>— .
7 ll]|7ip |

On note souvent cet angle a.
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Exercice 1

L‘espace est rapporté a un repére orthonormal (0; 1,7, E)

a)

b)

P)2x+y—z—-8=0 et (P)—-4x—-2y+2z+16=0

1) Prouver que (P)//(P").

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan (P) et appeler ce point A.

3) Le point 4, appartient-il au plan (P’).

4) Déduire des questions précédente si les plans (P) et (P') sont soit confondus soit strictement
paralléles.

P)2x+y—2z—8=0 et (P')—-4x—-2y+2z+26=0

Prouver que(P)//(P").

c)

d)

1) Prouver que (P)//(P").

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan (P) et appeler ce point A.

3) Le point 4, appartient-il au plan (P’).

4) Déduire des question précédente si les plans (P) et (P') sont soit confondus soit strictement
paralléles.

P)2x+y—2z—8=0 et (@P)2x—y+3z+4=0

1) Prouver que (P) L (P").

2) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection (D) des plans (P) et (P').

P)2x+y—2z—-8=0 et (Plrx—y+2z+4=0

1) Prouver que (P) et (P') ne sont pas paralléles.

2) Prouver que (P) et (P') ne sont pas perpendiculaires.

3) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection (D) des plans (P) et (P").

Exercice 2

L'espace est rapporté & un repére orthonormal (0;7,7, E)

a)

b)

d)

P)2x—2y+z+3=0 et (P)3x+4y+2z—-1=0

1) Prouver que (P) L (P").

2) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection (D) des plans (P) et (P").

P)2x—2y+z+3=0 et (P)6x—6y+3z+9=0

1) Prouver que (P)//(P").

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan (P) et appeler ce point A.

3) Le point 4, appartient-il au plan (P’).

4) Déduire des questions précédente si les plans (P) et (P') sont soit confondus soit strictement
paralléles.

P)2x—2y+z+3=0 et (@P)2x—-3y+2=0

1) Prouver que (P) et (P") ne sont pas paralléles.

2) Prouver que (P) et (P") ne sont pas perpendiculaires.

3) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection (D) des plans (P) et (P').

P)2x—2y+z+3=0 et (@P)—-4x+4y—-2z=0

1) Prouver que (P)//(P").

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant au plan (P) et appeler ce point A.

3) Le point A4, appartient-il au plan (P’).

4) Déduire des questions précédente si les plans (P) et (P') sont soit confondus soit strictement
paralléles.
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Solution de P’exercice 1

P)2x+y—z—8=0 et (P)—-4x—-2y+2z+16=0.

1) Montrons que (P) // (P").
2
Soit le vecteur ﬁ’( 1 ) 7 est normal a (P).
-1
— _4 —
Soit le vecteur n’ [ —2 |. n’ est normal a (P").

2
x(—=2)

2\ — /-4
-2

1 X2 -2

-1/ x(=2) \ 2

—

—
!

n=-2n.

7t et 0’ sont colinéaires.
Donc, (P) /] (P").
1) Montrons que (P) // (') en calculant I'angle entre les deux plans.

7.7
C0Ss X = —————
il ]
|77 = 1) (=4 + (D(=2) + (-1)()| = |[-8 —2 - 2| = [-12| = 12
17 =J/@)2+ ()2 + (-1)2=V4+1+1=+6
7] = V=22 + (—2)2 + (22 =VI6 + 4+ 4 =V24 = VEX 6 = 26
12
COoS o€ = m =1
x= 0°

Donc, (P) /] (P").
2) A(—1;4;-6)
3) Le point A4, appartient-il au plan (P")

A€ (P) S —4(-1)-24)+2(-6)+16=0
S -16+16=0
= vrai
Donc, A € (P').
4) Ona: (P)// ()
A€ (P)
A € (P).

On en déduit que les plans (P) et (P) sont confondus.

Remarque :
Analysons l'intersection entre les deux plans.

2x+y—-z-8=0 2x+y—z—8=0 B
{—4x—2y+22+16=0 {2x+y_z_8=0=>ZX+y—z—8—0

@P)n @) =@)
Donc, (P) et (P') sont confondus.
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b) (P):2x+y—2z—-8=0 et (P)—4x—-2y+2z+26=0.

1)

2)
3)

4)

Est-ce que (P) // (P)?
Comme dans la question a).
Donc, (P) // (P").

A(—1;4;-6)
Le point A4, appartient-il au plan (P")
A(—1;4;-6)
A€ (P) S —4(-1)-24)+2(-6)+26=0
S -164+26=0
= faux
Donc, A & (P').
Ona: (P)//(P)
A€ (P)
Ag (P).

On en déduit que les plans (P) et (P') sont strictement paralléles.
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c) P)2x+y—z—-8=0 et (@P)2x—y+3z+4=0.

1) Prouvons que (P) L (P).

2
Soit le vecteur ﬁ’( 1 ) 7 est normal a (P).
-1
— 2 —
Soit le vecteur n’[ —1 |. n’ est normal a (P").
3

Aa=@Q)+MED+(=1D3B)=0.
Par conséquent, (P) L (P).

1) Montrons que (P) L (P') en calculant ’angle entre les deux plans.

|r_i.n'
COS X = ———+v
(el
cosx =0
x= 90°

Donc, (P) 1L (P)).

2) Déterminons une représentation paramétrique de la droite d'intersection (D).
(2x+y—z—-8=0 2y—4z—-12=0 { y=2z+6
(D)'{Zx—y+32+4=0 < {2x—y+32+4=0 <
y=2z+6
< {x = _712 +1

2) Déterminons une représentation paramétrique de la droite d'intersection (D).

-1 z
(D).{2x+y—z—8=0 o x=oy+;t4
Zx—y+3z+4=0 2(Ty+i+4)-y+3z+4=0
-1
x=_—1y+£+4 x=7y+§+4
=4 2 2 =1 1
—2y+4z+12=0 z=-3+3y
- -342 -1 5
X=—1y+M+4 x=7y+5
& 2 2 & )
z=—3+%y Z=_3+§y
x=2-1¢
2 4
(©):4y= out€R.
z=—3+%t

Géomeétrie

2x —(2z+6)+3z+4=0



d (P)2x+y—2z—-8=0 et @Plrx—y+2z+4=0.

1) Prouvons que (P) et (P’) ne sont pas paralléles.

2
Soit le vecteur ﬁ( 1 ) 7 est normal a (P).
-1
— 1 —
Soit le vecteur n’[ —1 |. n’ est normal a (P").
2

1
x(=
)
( . >X(_1) <_1>
—
_1 X(—Z) 2
e

7l et n' ne sont pas colinéaires.
Donc, () n'est pas paralléle a (P').

2) Prouvons que (P) et (P') ne sont pas perpendiculaires.
n.n=2Q)O)+V)D+(1DR)=-1+0.
Par conséquent, (P) n'est pas perpendiculaire a (P').

Remarque:
Prouvons que (P) et (P') sont sécants et non perpendiculaires en calculant ’angle entre les deux plans.

S =3
|TL.Tl
COS X = ———+
g I
e M|
.
|ﬁ. n’l =1

il = @2+ D2+ (-D2=Vad+1+1=6

7]l = V()2 + (D2 + (22 =Vi+1+4=16
1 1
0S X = ——= = —
\/81\/8 6
X= aI‘CCOSE
x= 80,4°

x= 80,4° au dixieme de degré pres

3) Déterminons une représentation paramétrique de la droite d'intersection (D).

4 z
2x+y—2z—-8=0 3 —4=0 Y=373
(D):{ x_ y—2z = {x_+z o \ Z3 3
X—y+2z+4=0 y=x+2z+4 :(___)+22+4
Yy=G73
% _z
o =373
16 , 5
y=?+§z
4 ¢t
xX=-—=
3 3 .
(D): y=16,5, outeR.
3 3
z=t
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Solution de ’exercice 2
5 4

X = —;—;t
2)(0):q, _1t_1, out ER.
Y= 12
z=t
2)A(—1;4;7)3) A € (P") 4) (P) et (P") sont confondus.
x==-2-2¢
3) (O): y=—1—-t out ER.
z=1
2)A(—1;4;7)3) A & (P") 4) (P) est strictement paralléle 3 (P).
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11.Position relative d'une droite et d'un plan
Propriétés
Soit (D) une droite de I'espace et (P) un plan de I'espace.

Alors :
U est un vecteur directeur de (D)

e (D) L(P) & 3 n),) T estunvecteur normal de (P)

U et 11 sont colinéaires
. :
U est un vecteur directeur de (D)

e (D)//(®P) & 3(U,n),<{ nestunvecteur normal de (P)
U et 11 sont orthogonaux

Méthode

Soit 1 un vecteur directeur de la droite (D) et 7 un vecteur normal du plan (P).
1) Sii et sont colinéaires, alors (D) L (P).
2) Siu.n=0,alors (D) // (P).
On détermine un point A € (D).
a) SiA € (P),alors (D) c (P).
b) SiA ¢ (P), alors (D) est strictement paralléle 3 (P).
3) Siu et ne sont pas colinéaire et i .7 # 0, alors (D) et (P) sont sécantes et non perpendiculaires.

1) /I\
>
n

cl

D

2)b)

cd
o)

2)a)

>
n

Tﬁ |
L=
| : y

‘
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Angle d’une droite et d’un plan
Définition
L‘espace est rapporté a un repére orthonormal (0; 1,7, k).
Soit une droite (D) et un plan ().
L’angle entre la droite (D) et le plan (P) = arcsin

|tip-ip|
ldpllliApll
On note souvent cet angle «a.

Remarque
CAS1:uUp.1ip =0

)

tip. fip = Iltipl17ipll cos(iip, 7ip) = lliplllifll cos (5 — @) = Il Iyl sina

Up. fip| = |lupll||7Ep |l sina
- -
sina = Nip. ftp|
llp l7ip I

CAS2:%p.p <0

1

— — — — — — — — — 77:
Up.1lp = —(—1p).Mp = —||=Up|ll|7ip|l cos(=ip, 7ip) = —|ltipll|7ip|| cos (5— 05)
= —|[upllllnip|l sin @
. —ip. lp
SINA = 55—
llp|lll7 |l
. |[tip. ip|
SN = ~———+5—
ll2ip |l 75l

Géomeétrie

50



Exercice 1

L‘espace est rapporté a un repére orthonormal (0; 1,7, E)
Soient une droite (D) et un plan (P).

a)

b)

c)

d)

x = -2t

®):yy=-2t—2 outeR et (Prx+y+z—-4=
z=-2t—3

1) Prouver que (D) L (P).

2) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection A.

x=14+2t
®):jy=—-2—-3t outeR et (P)ld4x+y+5z+3=0
z=-1-t

1) Prouver que (D)//(P).

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant a la droite (D) et appeler ce point A.

3) Est-ce que ce point A appartient au plan (P) ?

4) En déduire si la droite (D) est strictement paralléle au plan () ou alors si la droite (D) est
incluse dans plan (P).

x=1+4+2t
(D):jy=-2—-3t oute€R et (P)d4x+y+5z2+4=0
z=—-1—-t

1) Prouver que (D)//(P).

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant 3 la droite (D) et appeler ce point A.

3) Est-ce que ce point A appartient au plan (P) ?

4) En déduire si la droite (D) est strictement paralléle au plan (P) ou alors si la droite (D) est
incluse dans plan (P).

x=2-—t

®):yy=1+2t outeR et (P):4x+y+5z+3=0.
z=t

1) Prouver que (D) n’est pas perpendiculaire a (P).
2) Prouver que (D) et (P) sont sécants.
3) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection A.
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Exercice 2

L‘espace est rapporté a un repére orthonormal (0; 1,7, E)
Etudier la position relative de la droite (D) par rapport au plan (P) et donner les coordonnées de leur point
d’intersection A s’ils sont sécants.

x=-3+3t
a) ('.D):{y:Zt outeR et (P)y—-2z=0
z=t

1) Prouver que (D)//(P).

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant a la droite (D) et appeler ce point A.

3) Est-ce que ce point A appartient au plan (P) ?

4) En déduire si la droite (D) est strictement paralléle au plan (P) ou alors si la droite (D) est
incluse dans plan (P).

x =-5+4+2t
b) (D):yy=10-3t outeR e (Px—2y+5z—-12=0
z=5-t1

1) Prouver que (D) n’est pas perpendiculaire a (P).
2) Prouver que (D) et (P) sont sécants.
3) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection A.

x=7-3t
c) D)jy=4 outeR e (P)3x+6=0
z=2

1) Prouver que (D) 1 (P).
2) Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection A.

x=2+2t
d (@):jy=1-3t out € R et (P):4x+2y—z+3=0.
z=1+4+2t

1) Prouver que (D)//(P).

2) Donner les coordonnées d’un point appartenant 3 la droite (D) et appeler ce point A.

3) Est-ce que ce point A appartient au plan (P) ?

4) En déduire si la droite (D) est strictement paralléle au plan (P) ou alors si la droite (D) est
incluse dans plan (P).
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Solution de ’exercice 1

x = -2t
y=-2t—2 outeR e (@Plrx+y+z—-4=0.
z=-—-2t—3

a) (D):

1) Prouvons que (D) L (P).

1
Soit 71 <1> 7 est normal a (P).
1

—2
Soit U <—2>. U est un vecteur directeur de (D).

-2
x(—=2)
1IN\ — /-2
-2
1) X3 -2
1/ x(-2) \=2
—
U et 7 sont colinéaires car 1 = —2 U.

Donc, (D) 1 (P).

1) Prouvons que (D) L (P) en calculant ’angle entre le plan et la droite.

. |u. 7|
SINA = =550
7l
[u.7] = |(D(=2) + (D(=2) + (D(-2)| =1|-6]|=6

Izl =V (D2 + (M2 + 1?2 =3
7l = \/(—2)2 F (=224 (22 =Va+4+a=vI2=23
6

sina =

Bxai
a = 90°
Donc, (D) 1 (P).

2) Déterminons les coordonnées du point d'intersection A.
—2t
Soit t un réel. Soit le point M <—2t — 2). M € (D).
—2t—-3 . 5
M € (P) 4:)(—2t)+(—2t—2)+(—2t—3)—4=Oc)—6t—9=0(:>t=—=_7.

Géomeétrie



x=14+2t
y=-2-3t outeR e (Pl4x+y+5z+3=0.
z=-1-t

b) (D):

1) Prouvons que (D)//(P).

4
Soit 7t <1> 7 est normal a (P).
5

2

Soit U (—3). U est un vecteur directeur de (D).
-1

u.n=2)MAD+E3DM+DEG)=0

—

U et 71 sont orthogonaux.
D'ou, (D)//(P).

1) Prouvons que (D)//(P) en calculant 'angle entre le plan et la droite.
|u. 7]

2|7

sina =0

a=0°

Donc, (D)//(P).

sina =

2) A(1;,-2;-1)
3) Ae(P) & 4(1)+(-2)+5(-1)+3=0 © 0=0 © vrai.

Donc,AEP.
4) Ona: (D)//(P)
A€ (D)
A € (P).

Par conséquent, la droite (D) est incluse dans plan (P).

Remarque :

Analysons l'intersection.
1+ 2t

Soit t un réel. Soit le point M (—2 — 3t). M € (D).
-1-t

Me(®P) ©41+2t)+(-2-3t)+5(-1-t)+3=0< 0t =0 © VRAI
Il'y a une infinité de points d’intersection.
Donc, (D) est incluse dans (P).
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c)

x=1+2t

(®):yy=-2-3t oute€R et (Pldx+y+5z+4=0.

1)

2)
3)

4)

z=-1-t

Prouvons que (D)//(P).
Comme dans la question b).
D'ou, (D)//(P).

A(1;-2;-1)
Ae(P) & 4D+ (-2)+5(-1)+4=0 © 1=0 & faux.
Donc, A€ P.
Ona: (®)//(P)
A€ (D)
A g (P).

Par conséquent, la droite (D) est strictement paralléle au plan (P).

Remarque :

Analysons l'intersection.
142t

Soit t un réel. Soit le point M (—2 — 3t>. M € (D).
-1-t

Me(P) ©4(1+2)+(-2-30)+5(-1—t)+4=0 0t = —1 & FAUX.

Il N’y a pas de point d’intersection.
Donc, (D) est strictement paralléle a (P).
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x=2-t
d) (fD):{y=1+2t out€eR et (P)4x+y+5z+3=0.
z=t

1) Prouvons que (D) n’est pas perpendiculaire a (P).

4
Soit 71 (1) 1 est normal a (P).
5

-1
Soit ﬁ( 2 ) U est un vecteur directeur de (D).
1

U et 71 ne sont pas colinéaires.
Donc, (D) n'est pas perpendiculaire a (P).

2) Prouvons que (D) et (P) sont sécants.
u.n=D@+ D+ WG =3
U et 71 ne sont pas orthogonaux.
Donc, (D) est sécant a (P).

Remarque :
Prouvons que(D) et () sont sécants mais pas perpendiculaires en calculant I’angle entre le
plan et la droite.
[u.n

7]
lu.n| =3
Il = V(=D? + )% + (1)? = V6
17l = V(@®2 + (12 + (5)2 = V16 + 1 + 25 = V42

sina =

_ 3 3 3 1 V7T

Sina = = = = — - —
Ve xVa2 VexvVexv7 6x+7 247 2x7 14
V7

a—arcsmﬁ

a = 11° au degree pres
Donc, (D) et (P) sont sécants mais pas perpendiculaires.

3) Déterminons les coordonnées de leur point d'intersection A.

2—t
Soit t un réel. Soit le point M (1 + 2t>. M € (D).
t
Me(P) ©4Q2-t)+(1+2)+5(t)+3=012+3t=0t=—4.
2—(—-4)
Al 1+2(-4)
(—4)

/(%)
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Solution de I’exercice 2
a) 2)A(—3;0;1)3) A € (P) 4) (D) estincluse dans (P).
b) 3)A(3;-2;1).
c) 2)A(-2;4;2).
d) 2)A(2;1;1)3) A & (P) 4) (D) est strictement parallele a (P).
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12.Géométrie analytique dans I’espace — Maturita 2018

Exercice 1

Exercice n® 2
(sur 4,5 points)

L'espace est muni d’un repere orthonormal direct (0; 1,7, E) d'unité graphique 5 cm.
Soient les trois points A(5;5;0), B(1;7;0) et C(7;0; 1) qui forment un plan.

1)
2)
3)
4)

5)

6)
7)

8)
9)

Justifier que le vecteur 71(1; 2; 8) est un vecteur normal au plan (ABC) .
Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC) .

Les points A, B, C et O, |'origine du repére, sont-ils coplanaires ?

On considére la droite (D) passant par O et perpendiculaire au plan (ABC).
Donner une représentation paramétrique de (D).

Prouver que le point d’intersection K de la droite (D) et du plan (ABC) a pour coordonnées

(5_10_40)
23’23’23)°

Calculer la longueur OK.

Démontrer que le point H (4—53;%;0) est le pied de la hauteur issue de C dans le triangle

ABC.

Justifier que I'aire du triangle ABC est égale a v69.
Calculer le volume du tétraédre OABC en unités de volume et ensuite en cm?.

) \ Bh . ;s ‘ p \
On rappelle que le volume du tétraédre estV = -~ ou B est I'aire d‘une base du tétraédre et

h la hauteur du tétraédre s’appuyant sur cette base.

Exercice 2

Exercice n® 2
(sur 3,75 points)

Soit (0; 1,7, E) un repére orthonormal direct de I’espace.

On considere les points A(2; 4; 1), B(0; 4; —3), C(3; 1; —3), D(1;0; —2), E(3; 2; —1) et I (g 4 ——).

9
5

Pour chacune des cinqg affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou si elle est fausse en justifiant votre
réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

1)
2)
3)
4)

5)

2x + 2y — z — 11 = 0 est une équation du plan (ABC).

Le point E est le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).

Les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

x=-14+2t

y=—-1+4+t ,t€ R estunereprésentation paramétrique de la droite (CD).
z=1-t

Le point I est sur la droite (AB).
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Exercice 3

Exercice n° 2
(sur 4,5 points)

On note R I'ensemble des nombres réels.
L’espace est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7, I_é)
On consideére les points A(—1;2;0), B(1;2;4) et C(—1;1;1).
1)
a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b. Calculer le produit scalaire AB.AC.
c. Endéduire la mesure de I'angle BAC, arrondie au degré.
2) Soit 71 le vecteur de coordonnées (_21) .
a. Démontrer que 71 est un vectleur normal au plan (ABC).
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

3) Soient (P;) le plan d’équation 3x + y — 2z + 3 = 0 et (P,) le plan passant par O et paralléle au plan

d’équationx — 2z + 6 = 0.
a. Démontrer que le plan (P,) a pour équation x = 2z.
b. Démontrer que les plans (P;) et (P,) sont sécants.
c. Soit la droite (D) dont un systéme d’équations paramétriques est

x =2t
y=—-4t—-3 ,t€eR.
zZ=t

Démontrer que (D) est 'intersection des plans (P,) et (P,).

4) Démontrer que la droite (D) coupe le plan (ABC) en un point I dont on déterminera les
coordonnées.
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13.Géométrie analytique dans I’espace — Maturita 2017

Exercice 1

Exercice n° 2
(sur 3,75 points)

On considéere un cube ABCDEFGH de coté 1.

G B

chk——-A4-——fmm - '\

D A

On se place dans le repere orthonormé direct (B;ﬁ,ﬁ, ﬁ)
Dans ce repére, on a: B(0;0;0), D(1;1;0), E(0;1;1),G(1;0;1), H(1;1; 1).
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (BH).
2. Démontrer que la droite (BH) est perpendiculaire au plan (DEG).
3. Déterminer une équation cartésienne du plan (DEG).
4. On note P le point d’intersection du plan (DEG) et de la droite (BH).
Déduire des questions précédentes les coordonnées du point P.
5. Que représente le point P pour le triangle DEG ? Justifier la réponse.

Exercice 2

Exercice n°® 2
(sur 4 points)
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormal direct (0; 1,7, E), on considére les points A(1;2; 3),
B(0;1;4),C(-1;-3;2),D (4;-2; 5) etlevecteurn(2; —1;1).

1.
a. Démontrer que les points A, B, et C ne sont pas alignés.
b. Démontrer que 71 est un vecteur normal du plan (ABC).
c. Déterminer une équation du plan (ABC).
x=2-2t
2. Soit (A) la droite dont une représentation paramétrique est:{y =—-1+t ,t€R.
z=4—t

Montrer que le point D appartient a la droite (A).
Justifier que cette droite est perpendiculaire au plan (ABC).
3. Soit E le projeté orthogonal du point D surle plan (ABC). Calculer ses coordonnées.
Calculer la distance de D au plan (ABC).
4. Calculer I'aire du triangle ABC et puis le volume du tétraedre ABCD.
On rappelle que le volume du tétraédre est V = Bg—h ou B est I'aire d‘une base du tétraedre et h la

hauteur du tétraédre s’appuyant sur cette base.
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Exercice 3

Exercice n° 2
(sur 4,5 points)

L’espace est muni d’un repére orthonormal direct (0; 71,7, l_é) d’unité graphique 2 cm.
On considere les points A(—2;—5;4), B (—2;-3;4),C(—2;-5;0)etD(1;-2;4).

1.

a) Déterminer une équation cartésienne du plan (ACD).

b) En déduire que les points A, B, C et D sont non coplanaires.
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (P) paralléle a (ACD) passant par B.
3.

a) Déterminer une représentation parameétrique de la droite (A) perpendiculaire au
plan (ACD) passant par B.
b) Calculer les coordonnées du point d’intersection K de (A) et (ACD).
4. En déduire la distance du point B au plan (ACD) en cm.
5. Calculer I’angle entre les vecteurs AC et AD.
En déduire la nature du triangle ACD et calculer son aire en cm?.
6. En utilisant les résultats précédents, calculer le volume du tétraédre ABCD en cm3.
On rappelle que le volume du tétraédre est V = BS—h ou B est I'aire d‘une base du tétraédre et h la

hauteur du tétraedre s’appuyant sur cette base.

Exercice 4

Exercice n° 2
(sur 4 points)

Dans I'espace rapporté a un repéere orthonormé (O,T,f, E) on donne les points :
A(1;2;3),B(3;0;1),C(—1;0;1),D(2;1; -1), E(—1; =2;3) et F(—2; —3; 4).

Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant votre réponse.

Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Affirmation 1 : Les trois points A, B, et C sont alignés.

Affirmation 2 : Le vecteur 71(0; 1; —1) est un vecteur normal au plan (ABC).

Affirmation 3 : La droite (EF) et le plan (ABC) sont sécants et leur point d’intersection est le milieu du
segment [BC].

Affirmation 4 : Les droites (AB) et (CD) sont sécantes.
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